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Grundbegriffe (Wiederholung)

Bäume (engl. trees) Erweiterung von Listen:

in Liste hat jeder Knoten höchstens einen Nachfolger
in Bäumen hat jeder Knoten mehrere Nachfolger aber höchstens einen
Vorgänger

Nachfolgerknoten heißt Kind (engl. child)

Vorgängerknoten heißt Elter (engl. parent)

Knoten ohne Kinder heißt Blatt (engl. leaf)

Knoten mit Kindern heißt innerer Knoten (engl. internal node/vertex)

Baum enthält nur einen Knoten ohne Elter; Knoten heißt Wurzel
(engl. root)

Tiefe eines Knotens ist die Länge des Pfades bis zur Wurzel

Höhe eines Baumes ist die maximale Tiefe eines seiner Knoten
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Grundbegriffe (Wiederholung)

Wurzel

innerer Knoten

Blatt

Elter

Kind

Tiefe 2

Höhe 4
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Grundbegriffe (Wiederholung)

Grad eines Knotens in Baum ist die Anzahl seiner Kinder

Baum ist Binärbaum (engl. binary tree) ⇐⇒def alle Knoten haben
Grad ≤ 2

Binärbaum heißt voll ⇐⇒def alle inneren Knoten haben Grad 2

voller Binärbaum heißt vollständig ⇐⇒def alle Blätter haben gleiche
Tiefe

Fakten:

Baum mit n Knoten besitzt n − 1 Kanten

Ein voller Binärbaum mit n Blättern besitzt n − 1 innere Knoten

Ein vollständiger Binärbaum der Höhe h besitzt 2h Blätter
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Implementierung von Bäumen: Binärbäume

package tree;

class Node {
Object data;

Node left;

Node right;

// Konstruktor

Node(Object obj) {
data=obj;

left=right=null;

}
}
...

Paket tree kapselt Klasse
Node; deshalb: kein
Widerspruch zur
Knotenklasse bei Listen

left right

data
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Implementierung von Bäumen: Binärbäume

...

public class Tree {
protected Node root;

// Konstruktoren

Tree() { root=null; }
Tree(Node r) { root=r; }
// Zugriffsmethoden

public boolean isEmpty() {
return (root==null);

}
...

}
...

Generische Binärbäume
durch Referenz auf
Knoten

Ein leerer Baum t wird
nicht durch t=null
repräsentiert, sondern
durch existierendes
Objekt t.root=null
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Rekursive Traversierung von Binärbäumen

package tree;
...

interface NodeActionInterface {
public void action(Node n);

}
...

Schnittstellenklasse für
generische Durchläufe
(Traversierungen)

Aktionsobjekt der Klasse NodeActionInterface als Parameter

public void preorder/inorder/postorder(NodeActionInterface p) {
if (this.isEmpty()) return;

Tree leftTree=new Tree(root.left);

Tree rightTree=new Tree(root.right);

Präorder

p.action(root);

leftTree.preorder(p);

rightTree.preorder(p);

Inorder

leftTree.preorder(p);

p.action(root);

rightTree.preorder(p);

Postorder

leftTree.preorder(p);

rightTree.preorder(p);

p.action(root);
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Rekursive Traversierung von Binärbäumen: Beurteilung

Laufzeit:

jede Baumkante wird zweimal durchlaufen: einmal beim Absteigen im
Rekursionsbaum, einmal beim Wiederaufstieg

damit: 2n − 2 Kantentraversierungen, d.h., O(n) Schritte, für Baum
mit n Knoten

(zusätzlicher) Speicherplatz:

betrachten Baumerzeugungen beim Rekursionsaufruf:
Tree leftTree=new Tree(root.left);
Tree leftTree=new Tree(root.right);

für jeden Knoten werden 2 Bäume erzeugt und wieder zerstört

damit: im schlechtesten Fall 2n zusätzliche Referenzen auf Objekte
(Bäume) und 2n zusätzliche Variablen (Wurzeln)
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Nicht-rekursive Traversierung von Binärbäumen

Reduzierung des Rekursionsaufwandes bei der Traversierung:

Stacks: Simuliere Rekursionsstack innerhalb der Klasse

Stack ist Datenstruktur mit Operationen push und pop
push legt ein Objekt als oberstes Element auf den Stack
pop nimmt das oberste Objekt vom Stack
Realisierung des LIFO-Prinzips (

”
last-in first-out“)

Jackets: Benutze eine Mantelprozedur

benutze zwei Traversierungsmethoden: eine public und eine private
private Methode greift intern explizit auf die Knoten zu
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Traversierung von Binärbäumen: Stacks

package tree;

public class Tree {
protected Node root;
...

public void preorderNonRecursive(NodeActionInterface p) {
java.util.Stack stack=new java.util.Stack();

stack.push(root);

while (!stack.isEmpty()) {
Object tmp=stack.pop();

if (tmp != null && tmp instanceof Node) {
Node tmpn = (Node) tmp;

p.action(tmpn);

stack.push(tmpn.right);

stack.push(tmpn.left);

}
}

}
...

}
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Traversierung von Binärbäumen: Jackets

package tree;

public class Tree {
protected Node root;
...

public void preorderNonRecursive(NodeActionInterface p) {
traversePreorder(root,p);

}
private void traversePreorder(Node n,NodeActionInterface p) {
if (n == null) return;

p.action();

traversePreorder(n.left,p);

traversePreorder(n.right,p);

}
...

}

Problem: stets n + 1 triviale Aufrufe von traversePreOrder
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Traversierung von Binärbäumen: Jackets

Ausweg: späterer Emptiness-Test

package tree;

public class Tree {
protected Node root;
...

public void preorder(NodeActionInterface p) {
if (!isEmpty()) traversePreorderNonEmpty(root,p);

}
private void traversePreorderNonEmpty(Node n,NodeActionInterface p) {
p.action();

if (left != null) traversePreorder(n.left,p);

if (right != null) traversePreorder(n.right,p);

}
...

}
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Grundbegriffe: Graphen

Bisher: Bäume als Verallgemeinerung von Listen

Jetzt: Bäume als Spezialfall von Graphen

Ein gerichteter Graph ist ein Paar G = (V , E ) bestehend aus

einer (nicht-leeren) Menge V von Knoten oder Ecken (engl. vertices,
nodes)

einer Menge E von gerichteten Kanten (engl. edges, arcs):

Kantenmenge E ist eine binäre Relation auf V , d.h. E ⊆ V × V
Kante (u, v) ∈ E ist von u nach v gerichtet, symbolisch u −→ v ; u
heißt Kopf (engl. head), v heißt Ende (engl. tail)

in Graphen als Datenstruktur dürfen sowohl Knoten als auch Kanten
Etikette (engl. labels) besitzen
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Grundbegriffe: Graphen

Baum mit Wurzel als gerichteter Graph:

Sven Kosub (Algorithmik/TKS) EI2: Bäume & Graphen 14 / 29



Grundbegriffe: Graphen

Ein ungerichteter Graph ist ein Paar G = (V , E ) bestehend aus

einer (nicht-leeren) Menge V von Knoten oder Ecken

einer Menge E von ungerichteten Kanten:

Kantenmenge E ist eine symmetrische binäre Relation auf V , d.h.
(u, v) ∈ E ⇐⇒ (v , u) ∈ E

ungerichtete Kanten werden meist durch Mengen beschrieben, also
{u, v} ∈ E (in Mengen spielt die Reihenfolge der Elemente keine Rolle)

alternativ: nur ein Paar angeben und festlegen, dass Graph ungerichtet
sein soll
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Grundbegriffe: Graphen

Baum als ungerichteter Graph:

Wo ist die Wurzel?
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Grundbegriffe: Graphen

Betrachten ungerichteten Graphen G = (V , E )

Ein Weg (der Länge k) in G ist Folge von Knoten (v0, v1, . . . , k), so
dass jeweils {vi−1, vi} eine Kante in E ist
(Beachte: Weg der Länge 0 besteht nur aus einem einzigen Knoten)

Ein Pfad (der Länge k) in G ist eine Weg (v0, v1, . . . , vk), wobei jeder
Knoten nur einmal vorkommt

Ein Kreis in G ist ein Weg, bei dem der erste und der letzte Knoten
übereinstimmen und bei dem keine Kante mehrfach benutzt wird

Eigenschaften eines ungerichteten Graphen G = (V , E ):

G ist zusammenhängend ⇐⇒def für alle Knoten u, v ∈ V gibt es
einen Weg mit u als erstem und v als letztem Knoten

G ist ein Baum ⇐⇒def G ist zusammenhängend und kreisfrei

G ist ein Wald ⇐⇒def G ist kreisfrei
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Grundbegriffe: Graphen

ungerichteter Graph mit Kreis, zusammenhängend (kein Baum):
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Grundbegriffe: Graphen

ungerichteter Graph mit Kreis, nicht zusammenhängend (kein Wald):
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Grundbegriffe: Graphen

Wald (kein Baum):
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Grundbegriffe: Graphen

Es sei G = (V , E ) ein ungerichteter Graph

G ′ = (V ′, E ′) ist Teilgraph von G ⇐⇒def V ′ ⊆ V und E ′ ⊆ E

Ein Spannbaum von G ist ein Teilgraph G ′ = (V ′, E ′) von G mit
folgenden Eigenschaften:

G ′ ist ein Baum
V ′ = V

Fakten:

Jeder zusammenhängende, ungerichtete Graph enthält einen
Spannbaum

G ist Baum ⇐⇒ G ist zusammenhängend und m = n − 1

G ist Baum ⇐⇒ zwischen jeweils zwei Knoten von G gibt es genau
einen Pfad
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Grundbegriffe: Graphen

Graph mit Spannbaum:

Wie finden wir einen Spannbaum?
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Implementierung von Graphen

Konvention:

n ist die Anzahl der Knoten eines Graphen

m ist die Anzahl der Kanten eines Graphen

Gebräuchliche Implementierungen:

Kantenlisten

Adjazenzlisten

Adjazenzmatrix

wichtige Operationen auf Graphen:

Adjazenztest: Sind zwei Knoten durch eine Kante verbunden?

Bestimmung inzidenter Kanten: Welche Kanten berühren einen
gegebenen Knoten?
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Implementierung von Graphen: Kantenlisten

Kantenlisten bestehen aus Knoten- und Kantenobjekten

Knotenobjekt für einen Knoten v ∈ V :

Zeiger auf Datenobjekt (Label bzw. Etikett)
Zeiger auf nächstes Knotenobjekt

Kantenobjekt für eine Kante e ∈ E :

Zeiger auf Datenobjekt (Label bzw. Etikett)
Zeiger auf die beteiligten Knoten (head und tail)
Markierung für

”
gerichtet“ oder

”
ungerichtet“

Zeiger auf nächstes Kantenobjekt
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Implementierung von Graphen: Kantenlisten

Kantenliste für Beispielgraph:

3

1 2

4

A

B CD
E

F

1 2 3 4

BA C D E F

Knoten

Kanten

Bestimmung inzidenter Kanten an einem Knoten in O(m)

Adjazenztest in O(m)
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Implementierung von Graphen: Adjazenzlisten

Adjazenzlisten bestehen aus Knoten- und Kantenobjekten

Knotenobjekt für einen Knoten v ∈ V :

Zeiger auf Datenobjekt (Label bzw. Etikett)
Zeiger auf Listen für eingehende (inbound) und ausgehende Kanten
(outbound)
Zeiger auf nächstes Knotenobjekt

Kantenobjekt für eine Kante e ∈ E :

Zeiger auf Datenobjekt (Label bzw. Etikett)
Zeiger auf die beteiligten Knoten (head und tail)
Markierung für

”
gerichtet“ oder

”
ungerichtet“

Zeiger auf nächstes Kantenobjekt
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Implementierung von Graphen: Adjazenzliste

Adjazenzliste für den Beispielgraph:

1 2 3 4

BA C D E F

Knoten

Kanten

Bestimmung inzidenter Kanten an einem Knoten in O(deg(v))

Adjazenztest in O(min{deg(u), deg(v)})
Sven Kosub (Algorithmik/TKS) EI2: Bäume & Graphen 27 / 29



Implementierung von Graphen: Adjazenzmatrix

Adjazenzmatrix A(G ) für Graphen G = (V , E ) mit V = {0, . . . , n − 1} ist
eine n × n-Matrix mit

aij =def

{
1 wenn (i , j) ∈ E
0 wenn (i , j) /∈ E

Beispielgraph G = (V , E ) hat folgende Adjazenzmatrix:

A(G ) =


0 1 1 0
0 0 1 1
0 0 0 1
0 0 1 0
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Implementierung von Graphen: Adjazenzmatrix

Adjazenzmatrix (als Datenstruktur) besteht aus Knotenobjekten,
Kantenobjekten und einem Matrixobjekt

Knotenobjekt für einen Knoten v ∈ V :
Zeiger auf Datenobjekt (Label bzw. Etikett)
Index von v , d.h. seine Nummer in V
Zeiger auf nächstes Knotenobjekt

Kantenobjekt wie bei Kantenlisten

Matrixobjekt als n × n-Reihung A mit A[i][j] enthält Zeiger auf
Kantenobjekt für Kante e = (i , j) (für ungerichtete Graphen:
A[i][j]=A[j][i]), sonst null

Bestimmung inzidenter Kanten an einem Knoten in O(min{n, m})
Adjazenztest in O(1)

Problem: stets O(n2) Speicherplatz unabhängig von Anzahl
tatsächlich vorhandener Kanten (nur für dichte Graphen sinnvoll)
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