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Kombinatorik ].

Der Schwerpunkt in diesem einfithrenden Kapitel {iber Kombinatorik liegt auf dem Abzéh-
len endlicher Mengen.

1.1 Einfache Urnenmodelle

Urnenmodelle stellen ein exemplarisches Szenario fiir kombinatorische Problemstellungen
dar. Die einfachste Situation ist die folgende: In einer Urne (daher: einfache Urnenmo-
delle) liegen n unterscheidbare Kugeln, von den k Kugel gezogen werden diirfen. Die zu
beantwortende Frage ist dann: Wie viele Moglichkeiten gibt es, diese k£ Kugeln zu ziehen?
Zur Prézisierung des Szenarios werden Unterschiede danach gemacht, ob

e die Reihenfolge, in der die Kugeln gezogen werden, eine Rolle spielt,

e gezogene Kugeln wieder zuriickgelegt werden oder nicht.

Damit ergeben sich vier verschiedene Szenarios.

Theorem 1.1 Die Anzahl der Mdglichkeiten, aus einer Urne mit n Kugeln k Kugeln
auszuwdhlen, ist durch folgende Tabelle gegeben:

mit Zuriicklegen ohne Zuricklegen

T
mit Reihenfolge nk n =get &
(n —k)!

_ n+k—1 n n!
ohne Reihenfolge ( 3 > (k) =def m

Die im Theorem mitdefinierten GréSen n£ und (Z) heiflen fallende Faktorielle von n der
Linge k sowie Binomialkoeffizient (,n tiber k).

Beispiele: Wir geben fiir vier Beispiele die Szenarien und Anzahlen an:

e Die Anzahl der Ziehungen der Lotto-Zahlen ,6 aus 49“ entspricht der
Anzahl der Ziehungen von 6 Kugeln aus einer Urne mit 49 Kugeln ohne
Zuriicklegen und ohne Reihenfolge. Somit gibt es (4(?) = 13.983.816 ver-
schiedene Ziehungen (bzw. Lottoscheine).
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2 Kapitel 1. Kombinatorik

e Die Anzahl der vierstelligen PIN-Codes entspricht der Anzahl der Ziehun-
gen von 4 Kugeln aus einer Urne mit 10 Kugeln (Ziffern) mit Zuriicklegen
und mit Reihenfolge. Somit gibt es 10* = 10.000 verschiedene PIN-Codes.

e Die Anzahl der Siegerehrungen mit Gold-, Silber- und Bronzemedaillen
bei einem Wettkampf mit 8 Startern entspricht dem Ziehen von 3 Kugeln
aus einer Urne mit 8 Kugeln ohne Zuriicklegen und mit Reihenfolge. Somit
gibt es 8 = 336 verschiedene Siegerehrungen.

e Die Anzahl verschiedener Stimmenverteilungen auf 3 zur Wahl stehenden
Kandidaten mit 100 Wahlern entspricht dem Ziehen von 100 Kugeln aus
einer Urne mit 3 Kugeln mit Zuriicklegen und ohne Reihenfolge. Somit

gibt es Ggg) = 5.151 verschiedene Wahlausginge.

Beweis: Wir beweisen alle Fille einzeln, aber aufeinander aufbauend:

e Zichen mit Zuricklegen, mit Reihenfolge: Fiir die erste gezogene Kugel gibt es n
Moglichkeiten, fiir die zweite gezogene Kugel gibt es ebenfalls n Moglichkeiten unab-
hangig davon, welche Kugel vorher gezogen wurde. Fiir die k-te gezogene Kugel
gibt es weiterhin n Moglichkeiten unabhéngig davon, welche Kugeln vorher gezogen
wurden. Insgesamt gibt es damit

N——
k—mal

Mboglichkeiten.

e Zichen ohne Zuricklegen, mit Reihenfolge: Fiir die erste gezogene Kugel gibt es n
Moglichkeiten, fiir die zweite gezogene Kugel gibt es n — 1 Moglichkeiten. Fiir die
k-te gezogene Kugel (k < n) gibt es mithin noch n — k 4+ 1 Moglichkeiten. Insgesamt
gibt es damit

n-(n—1)- - - (n—k+1)=——c =nk
Moglichkeiten.

o Ziehen ohne Zuriicklegen, ohne Reihenfolge: Mit Beriicksichtigung der Reihenfolge
gibt es (nﬁ—'k:)' Auswahlmoglichkeiten. Wenn die Reihenfolge keine Rolle mehr spielt,
zéhlen alle Auswahlfolgen, bei denen die gleichen k Kugeln gezogen wurden, nur
noch als eine Auswahlmoglichkeit. Dies sind gerade k! viele. Damit gibt es insgesamt

Mboglichkeiten.

o Ziehen mit Zuricklegen, ohne Reihenfolge: Da jede Kugel mehrmals gezogen werden
kann, die Reihenfolge jedoch keine Rolle spielt, ist nur wichtig, wie oft eine Kugel
gezogen wird. Es sei also (aq,...,a,) ein Tupel mit den entsprechenden Anzahlen,
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1.1. Einfache Urnenmodelle 3

wobei a; gerade angibt, wie oft die Kugel j gezogen wird. Fiir ein Anzahltupel
(ai,...,a,) muss nun gelten:

(i) a; €{0,...,k} fur alle j € {1,...,n}
(i) a1+ +a,=k
Wir miissen nun zéhlen, wie viele derartige Tupel es geben kann. Dazu repésentieren

wir die Tupel in einer anderen Weise, die es uns ermoglicht, das Szenario zu wechseln.
Wir verwenden k-mal das Symbol % und (n — 1)-mal das Symbol |. Ein Anzahltupel

(a1,...,a,) kann nun als Symbolfolge
—_—— I ——
al ag an

aufgeschrieben werden. Umgekehrt entspricht auch jede Symbolfolge, die k-mal das
Symbol % und (n—1)-mal das Symbol | enthélt, einem Anzahltupel mit obigen Eigen-
schaften. Statt Anzahltupel zu zéhlen, kénnen wir also auch Symbolfolgen z#hlen.
Die Anzahl moglicher Symbolfolgen zu bestimmen, entspricht aber gerade dem Zie-
hen von k Positionen fiir das Symbol % aus n + k& — 1 moglichen Positionen ohne
Zuriicklegen und ohne Reihenfolge. Mithin gibt es insgesamt

Cr)

Damit ist das Theorem bewiesen. [

Moglichkeiten.

Ein weiteres Beispiel fiir die Anwendung von Theorem 1.1 ist das Binomialtheorem.

Theorem 1.2 (Binomialtheorem) Fiir alle a,b € R und n € N gilt

(a+b)" = zn: (Z) a" k.

k=0

Beweis: Es seien a,b € R und n € N beliebig. Ausmultiplizieren von (a + b)™ ergibt:

n Faktoren

———

(a+0)" = a- - -a-a+
+a- - ca-b+
+a- - ‘b-a+
+a- - -b-b+
+ b - -b-b

n Faktoren
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4 Kapitel 1. Kombinatorik

Die Summanden kénnen zusammengefasst werden zu Produkten von jeweils n Faktoren,
von denen k Faktoren gerade b und n — k Faktoren gerade a sind. Die Summanden sind
also von der Form a" *b*, da die Reihenfolge bei der Multiplikation keine Rolle spielt.
Die Anzahl der Produkte a" *b* entspricht somit gerade dem Ziehen von k Kugeln (die
Positionen fiir b im Produkt) aus n Kugeln (die Gesamtheit aller Positionen fiir Faktoren),
d.h. (}). Folglich gilt insgesamt:

(a+b)" = Zn: (Z) avkpk

k=0

Damit ist das Theorem bewiesen. []

Korollar 1.3 Frir alle n € N gilt

zi:(—nk <Z> = 0.

k=0

Beweis: Nach dem Binomialtheorem gilt

n

0=(1-1)"= zn: <Z> 1k (-1)k = 3 (-1 <Z>

k=0 k=0

Damit ist das Korollar bewiesen. []

Korollar 1.4 Fiir alle n € N gilt

£(0)-

k=0

Beweis: Nach dem Binomialtheorem gilt

" = (1+1)" = i (Z) 1nk1k = i (Z)

k=0 k=0
Damit ist das Korollar bewiesen. [
1.2 Kombinatorisches Beweisen

1.2.1 Grundregeln des Abzdhlens

Lemma 1.5 (Gleichheitsregel) FEs seien A und B endliche Mengen. Es gibt genau dann
eine Bijektion f: A — B, wenn |A| = |B]| gilt.
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1.2. Kombinatorisches Beweisen 5

Beweis: Siehe Satz 3.19 (aus dem Kapitel iiber Funktionen und Abbildungen im Skriptum
Mathematische Grundlagen der Informatik). [ |

Lemma 1.6 (Summenregel) Es seien Ay, ..., A, endliche, paarweise disjunkte Men-
gen. Dann gilt:

[ A1 U U4 =14
j=1

Beweis: Wegen der paarweisen Disjunktheit der Mengen kommt jedes Element aus
A1 U---UA, in genau einer Menge A; vor. ]

Lemma 1.7 (Produktregel) FEs seien Ay,..., A, endliche Mengen. Dann gilt:

| Ay x - x An| =[] 1451
j=1

Beweis: Wir beweisen die Aussage mittels Induktion iiber die Anzahl n der Mengen.

o Induktionsanfang: Fiir n = 1 ist die Aussage offensichtlich.

o Induktionsschritt: Es sei n > 1. Weiterhin seien Aq,..., A, endliche Mengen. Wir
setzen

A* =ger A XX Apy
By =daet { (z1,..,2n-1,y) | (®1,...,2p_1) € A" } firy € A,

Fiir die so definierten Mengen gelten folgende Eigenschaften:

(i) Die Mengenfamilie { By | y € A,} ist eine Partition von Ay x --- x A,.
(ii) Fiir jedes y € A,, ist die Funktion

fy:By = A" (x1,...,2p1,y) = (21,..., Tp_1)
eine Bijektion, d.h. |B,| = |A*| fiir alle y € A,, (nach Lemma 1.5).

Damit erhalten wir:

[A; x - x A, = U By (nach Eigenschaft (1))
yEAn

= Z | By| (nach Lemma 1.6 und Eigenschaft (i))
yEAn
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6 Kapitel 1. Kombinatorik

= Z |A*| (nach Lemma 1.5 und Eigenschaft (ii))
YyEAn

= [A"]-|An]
n—1

= H |A;] | - |Ax] (nach Induktionsvoraussetzung)
j=1

n
= 114l
j=1
Damit ist das Lemma bewiesen. []

Lemma 1.8 (Potenzregel) Es seien A und B endliche Mengen mit |A| = m wund
|B| = n. Dann existieren genau n™ Funktionen f: A — B.

Beweis: Nach Lemma 1.5 diirfen wir A = {1,...,m} ohne Beeintréchtigung der Allge-
meinheit annehmen. Jeder Funktion f : A — B kann nun eineindeutig (injektiv) ein Tupel
(f(1),..., f(m)) € B™ zugeordnet werden. Auflerdem entspricht jedes Tupel (die Werte-
tabelle) (y1,...,ym) € B™ einer Funktion f: A — B : j — y;. Damit ist die Zuordnung
sowohl injektiv als auch surjektiv, also eine Bijektion. Aus Lemma 1.5 und Produktregel
(Lemma 1.7) folgt somit

{F1f:A= B} =[B"=[B"=n"

Damit ist das Lemma bewiesen. [

Beispiel: Wie viele boolesche Funktionen mit n Variablen gibt es? Die Antwort
lautet [{ f | f:{0,1}" — {0,1} }| = 22".

Korollar 1.9 Fir endliche Mengen A mit |A| =n gilt |[P(A)| = 2".

Beweis: Wir konstruieren eine Bijektion zwischen P(A) und der Menge der Funktionen
f:A—{0,1}. Dazu definieren wir fiir eine Menge B € P(A) die Funktion:

1 fallsxze B

cB:A—>{O,1}::CI—>{ 0 fallsz ¢ B

Diese Zuordnung ist offensichtlich eine Bijektion zwischen P(A) und der Menge der Funk-
tionen f: A — {0,1}. Nach der Potenzregel (Lemma 1.8) und Lemma 1.5 gilt folglich
PAN=K fIf:A—={0,1} }[=2".

Damit ist das Korollar bewiesen. []

Die im Beweis von Korollar 1.9 angegebenen Funktionen haben einen Namen: Fiir eine
Menge B C A heifit cg die charakteristische Funktion von B.
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1.2. Kombinatorisches Beweisen 7

1.2.2 Doppeltes Abzdhlen

Unter Doppeltem Abzdihlen fassen wir Techniken zusammen, bei denen die Elemente dersel-
ben Menge auf unterschiedliche Weise gezihlt werden, um so Gleichheiten (oder manchmal
auch Ungleichheiten) zu gewinnen. Am deutlichsten ist dieses Beweisprinzip beim Bestim-
men der Kardinalitdt von binfiren Relationen zu sehen.

Lemma 1.10 (Doppeltes Abzihlen) Es sei R C A x B eine endliche Relation. Dann
gilt
> {beB|(a,b)eR}Y=> [{acAl(ab)eR} =|R|

a€A beB

Beweis: Jedes Paar (a,b) € R wird in beiden Summen genau einmal gezéhlt. ]

Beispiel: Wir wollen die Anzahl der Einsen in einer Matrix A € {0,1}"*™
zéhlen. Man beachte, dass jede bindre Relation R C {1,...,n} x {1,...,m}
durch eine Matrix A beschrieben werden kann mittels (i, j) € R <= a;; = 1.
Konkret sei die folgende Matrix gegeben:

11111111\ — 8
01010101 — 4
001 00100 — 2
A— 0001 0O0O0T1 — 2
000O01O0O0O0] =1
0 000O0OT1O0TUO0OD| =1
000O0O0O0OT1O0)] —1
0 000O0OO0CD1) =1
R 2 A 1
12 2 3 2 4 2 4 — 20
Im allgemeinen Fall einer Matrix A € {0,1}"*"™ mit den Eintrégen a;; ste-

hen in der letzten Spalte in der i-ten Zeile die Zeilensumme ZTzl a;; und in
der letzten Zeile in der j-ten Spalte die Spaltensumme Y ", a; ;. Klarerweise
muss die Summe iiber alle Zeilensummen stets gleich der Summe iiber alle

Spaltensummen sein:
m n n m
> D ai= ) ai

j=1i=1 i=1 j=1

Theorem 1.11 (Vandermondesche Identitit) Fir k,m,n € N gilt
n+m b n m
< G ) :jzo (a) (kz—j)'
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8 Kapitel 1. Kombinatorik

Beweis: Es seien A und B disjunkte Mengen mit |A| = n und |B| = m. Fiir jedes
j €10,...,k} definieren wir die Mengenfamilie

Xj=get { X | X CAUB,|XNA|l=jund [XNB|=k—j}

Es gibt (?) viele j-elementige Teilmengen von A und (k”fj) viele (k — j)-elementige Teil-

mengen von B. Damit gilt
n m
Xil=1{ . ).
% (J) (k - J)

Wegen X; N X; = 0 fiir i # j folgt nun

(n-;m> _ ]zijo || = ]2; (?) (kTJ>

Damit ist das Theorem bewiesen. [

Beispiel: Wenn zum Beispiel in einer Vorlesung n + m Studenten sitzen, n
weibliche und m ménnliche, wie viele verschiedene Gruppen mit genau k Stu-
denten gibt es dann? Dies ldsst sich auf zwei Arten bestimmen:

n+m

e Ohne Beriicksichtigung des Geschlechts erhalten wir ( % ) Gruppen.

e Mit Beriicksichtigung des Geschlechts zidhlen wir fiir jedes j € {0,1,...,k}
alle Gruppen mit jeweils genau j weiblichen und genau k£ — j ménnlichen

Studenten, damit also insgesamt Z?:o (T;) (kT]) Gruppen.
Da wir iiber dieselbe Menge von Studenten argumentieren, sind beide Anzahlen
gleich.

1.2.3 Das Inklusion-Exklusions-Prinzip

Das Inklusion-Exklusions-Prinzip ist eine Verallgemeinerung der Summenregel (Lemma
1.6) auf beliebige, nicht notwendig paarweise disjunkte Mengen.

Theorem 1.12 (Inklusions-Exkusions-Prinzip) Es seien Ay,..., A, endliche Men-
gen. Dann gilt:

Ua|= > =

j=1 O£KC{1L,...,n}

N

keK

Beispiel:

e Fiir n = 2 reduzieren sich die Ausdriicke in Theorem 1.12 zu folgender
Identitét:
|A1 UA2| = |A1| + |A2| — |A1 N A2|

Skriptum zu Diskrete Strukturen



1.2. Kombinatorisches Beweisen 9

e Fiir n = 3 reduzieren sich die Ausdriicke in Theorem 1.12 zu folgender
Identitat:

|A1U Ay U A3| = |As] + [Aa] + [As]
— ‘Al N AQ‘ — ‘Al N Ag‘ — ‘AQ N Ag’
+ ’Al NAs N Ag’

Beweis: Wir bestimmen, wie oft jedes Element auf beiden Seiten der Gleichung gezéhlt
wird. Es sei z € Uj_; 4;.

o Linke Seite: Das Element x wird genau einmal gezéhlt.

o Rechte Seite: Wir miissen zeigen, dass x auch hier genau einmal gezdhlt wird. Dazu
sei £ =qet |[{ J | * € A; }|. Ohne Beeintrachtigung der Allgemeinheit komme x genau
in den Mengen Ay, ..., Ay vor. Dann gilt:

— Fiir  # K C {1,...,0} wird z genau (—1)"*%l-mal geziihlt.
— Fiir alle anderen Menge K wird = gar nicht gezihlt.

Somit folgt fiir den Beitrag von x zur rechten Seite der Gleichung insgesamt;:

> o= S (e = oy (e

P£KC{1,...,0} k=1 k=1
Ny
~ 1y <k><_1)k
k=0
=1 (nach Korollar 1.4)
Damit ist das Theorem bewiesen. []

Wir wollen an einem Beispiel verdeutlichen, wie der doch recht kompliziert wirkende Aus-
druck auf der rechten Seite gewinnbringend angewendet werden kann.

Beispiel: Wie viele Primzahlen gibt es zwischen 2 und 1007 Um diese Frage
zu beantworten, bestimmen wir die zusammengesetzten Zahlen zwischen 2 und
100 mit Hilfe des Inklusions-Exklusions-Prinzip. Es sei A =q¢¢ {2,...,100}.
Eine Zahl © € A ist zusammengesetzt, falls * = p - n fiir geeignete Zahlen
p,n € A gilt, wobei p eine Primzahl mit p < /100 = 10 ist. Damit kommen als
Primzahlen nur p; = 2, po = 3, p3 = 5 und py = 7 in Frage. Fiir i € {1, 2, 3,4}
betrachten wir die Menge der Vielfachen von p;, d.h. die Menge

Ai =gt {z€A| BneAz=p-n]}
Damit gilt:

e AU Ay U A3U Ay ist die Menge der zusammengesetzten Zahlen aus A

Version 7.17 Fassung vom 19. Juli 2018



10 Kapitel 1. Kombinatorik

e Die Kardinalitdten der moglichen Schnittmengen sind

|4;] = ro‘OJ —1 (dap; ¢ A)
Di
b 100
ﬂAi]. = {?J fir k€ {2,3,4} und 1 <) < ... <i, <4
= Hj:lpij

Nach Theorem 1.12 erhalten wir:
‘Al U AU Az UA4’

(0] e e 1] e 2]
(L) ) ) ] ] )
(0] 2]+ 22] o 22

(100
210

= 49432+19+13-16-10-7-6—-4—-2+34+2+1+0-0

+

= 74

Damit gibt es 99 — 74 = 25 Primzahlen zwischen 2 und 100.

1.2.4 Der Schubfachschluss

Ein weiteres wichtiges Abzéhlprinzip, um die Existenz von Objekten zu beweisen, ist der
Schubfachschluss (engl. pigeonhole principle).

Theorem 1.13 (Schubfachschluss) Es seien A wund B endliche Mengen mit
|A| > |B| >0 und f : A — B eine Funktion. Dann gibt es ein y € B mit |f~(y)| > 1.

Beweis: (Widerspruch) Angenommen es gilt |f~!(y)| < 1 fiir alle y € B. Dann wissen
wir aus dem letzten Semester, dass f eine injektive Funktion ist. Daraus folgt |A| < |B|.
Dies ist ein Widerspruch zu |A| > |B|. Mithin war die Annahme falsch, und das Theorem
ist beweisen. [ ]
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1.2. Kombinatorisches Beweisen 11

Mit anderen Worten: Um |A| Objekte in |B| Schubficher zu stecken, miissen sich in min-
destens einem Schubfach 2 Objekte befinden (falls |A| > |B] ist).

Beispiele: An folgenden Fillen wollen wir die Anwendung des Schubfach-
schlusses demonstrieren:

e Von 13 Personen feiern mindestens zwei Personen im gleichen Monat ihren
Geburtstag.

e In jeder Menge P von mindestens zwei Personen gibt es immer mindestens
zwei Personen, die die gleiche Anzahl von Personen in P kennen. (Hierbei
sei angenommen, dass ,kennen* eine symmetrische Relation ist.)

Zur Begriindung: Es seien P = {p1,...,p,} die Personenmenge mit n > 2
Personen sowie f : P — {0,...,n—1} eine Funktion, die der Person p; die
Anzahl ihrer Bekannten in P zuordnet. Wegen |P| = [{0,...,n — 1} =n
kann Theorem 1.13 nicht direkt angewendet werden. Eine genauere Ana-
lyse ermdglicht jedoch die folgende Fallunterscheidung:

— Es gibt ein p € P mit f(p) = 0. Wegen der Symmetrie der Bekannt-
schaftsrelation gibt es auch keine Person, die alle Personen in P kennt.
Also gilt f(q) # n—1 fiir alle ¢ € P und folglich f(P) C {0,...,n—2}.

— Fiir alle p € P gilt f(p) # 0. Damit gilt f(P) C {1,...,n —1}.

In beiden Féllen gilt also |f(P)| < |P|. Nach Theorem 1.13 folgt die
Aussage.

Theorem 1.14 (Verallgemeinerter Schubfachschluss) FEs seien A und B endliche,
nichtleere Mengen und f : A — B eine Funktion. Dann existiert ein y € B mit

@)l = [

Beweis: (Widerspruch) Wir nehmen wiederum an, dass |f~1(y)| < {%W — 1 fur alle

y € B gilt. Dann folgt:

Al = Y !

yeDB

o (18]
(5

\B!

IN

IN

= |B|-

= |A|-1
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Dies ist jedoch ein Widerspruch. Mithin war die Annahme falsch, und das Theorem ist

bewiesen.

Beispiel: Wir wollen wieder an zwei Beispielen den verallgemeinerten Schub-
fachschluss verdeutlichen.

e Von 100 Personen feiern mindestens 9 Personen im gleichen Monat ihren

Geburtstag.

In jeder Menge von 6 Personen gibt es 3 Personen, die sich alle unter-
einander kennen, oder 3, die sich alle nicht kennen. (Hierbei nehmen wir
wiederum an, dass ,kennen“ eine symmetrische Relation ist.)

Zur Begriindung: Es sei P = {p1,...,ps} eine beliebige Personenmenge.
Wir betrachten fiir die Person p; die Funktion

fAp2,...,p6} — {,bekannt®, nicht bekannt“},

die jeder Person po, ..., pg zuordnet, ob p; diese Person kennt. Nach Theo-
rem 1.14 sind [%} = 3 Personen mit p; ,,bekannt* oder 3 Personen mit p
,hicht bekannt“. Ohne Beeintrichtigung der Allgemeinheit seien 3 Perso-
nen mit p; bekannt (sonst vertauschen wir in nachfolgender Argumenta-
tion einfach ,kennen* und ,nicht kennen*) und zwar ps, ps und ps. Nun
gibt es zwei Moglichkeiten fiir die Personen po, ps und py:

— Es gibt zwei Personen in {p2,ps,ps}, die sich kennen. Diese beiden
Personen kennen aber auch p;. Somit gibt es also 3 Personen, die sich
alle untereinander kennen.

— Die Personen po, p3 und p4 kennen sich nicht. Also gibt es 3 Personen,
die sich untereinander nicht kennen.

1.3 Abzihlprobleme

1.3.1 Kombinationen und Binomialkoeffizienten

Aus dem ersten Abschnitt (Theorem 1.1) wissen wir, dass die Anzahl der Kombinationen
von k Elementen aus n Elementen (d.h. die Anzahl der Moglichkeiten aus n Kugeln &
Kugeln ungeordnet ohne Zuriicklegen zu ziehen) gerade dem Binomialkoeffizienten (
entspricht. Da Binomialkoeffizienten auch iiber die reine Kombinatorik hinaus wichtig
sind, wollen in diesem Abschnitt die wichtigsten Eigenschaften von Binomialkoeffizienten
festhalten. Dazu definieren wir den Binomialkoeffzienten noch einmal explizit: Fiir n, k € N

definieren wir

n n! Lo (Y .
(k) —def m, mit <k>—0 furk>n.

Skriptum zu Diskrete Strukturen
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1.3. Abzéhlprobleme 13

FEine einfache, sofort einsichtige Beobachtung ist:

n\ n
k) \n—k
Damit ldsst sich der Binomialkoeffizient konsistent auch fiir negative Werte fiir k definieren:

(Z) —qt 0 firk€Z\N.
Theorem 1.15 (Pascalsches Dreieck) Firn € Ny und k € N gilt
n\y (n-—1 . n—1
k) \k—1 k)
Wir geben zwei Beweise fiir das Theorem an.

Beweis: (rechnerisch) Wir fithren eine Fallunterscheidung beziiglich der Werte von k
durch:

n n—1 n—1
Fir k = d 1 gilt =1= .
o Liir Oundn>1gi (0) (_1>+( 0 >

e Fiir 0 < k < n rechnen wir aus:

<Z:D * <n 5 1) - & —(?)!_(;)i B k!(r(Ln—_llz!k)!

B (n—1)! k (n—1)! n—k
T G Um—R ko Hn—1—R n—k
_ (n—1)!k (n—1)(n—k)

El(n — k)! El(n — k)!
- Dk4n—k)

kl(n — k)!

_ (n—1)!-

k:!(n—k:)!

-1 -1
0F1’irk:znundn>1gilt(n>:1:(n >+(n >
n n—1 n
n n—1 n—1
Fii 1 gil —0= .
o Flirk>n> glt(k> 0 (k—1)+< k:)
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14 Kapitel 1. Kombinatorik

Damit ist das Theorem durch Nachrechnen bewiesen. [

Beweis: (kombinatorisch) Wir interpretieren die Gleichung als Bestimmung der Kardina-
litdt von Mengen auf zwei verschiedene Weisen. Es seien n € N; und k& € N. Wir definieren
folgende Mengenfamilien:

F =daef {{a1,...,ax}]a;e{l,....,n}und a; #a; firi#j }
Fi =def {A|AcFundle A }
Fo o =a {A|AcFundlg¢ A}

Die einzelnen Mengenfamilien stehen fiir folgende Urnenmodelle:

e F entspricht dem ungeordneten Ziehen von k Kugeln aus n Kugeln ohne Zuriicklegen.

e F entspricht dem ungeordneten Ziehen von k£ Kugeln aus n Kugeln ohne Zuriick-
legen, wobei Kugel 1 immer gezogen wird.

o F_ entspricht dem ungeordneten Ziehen von k£ Kugeln aus n Kugeln ohne Zuriick-
legen, wobei Kugel 1 nie gezogen wird.

Nun gilt offensichtlich F = F, U F_ sowie Fy N F_ = (), also |F| = |F4+| + |F-| nach der
Summenregel (Lemma 1.6). Nach Theorem 1.1 gilt:

n n—1 n—1
A=(0) mi=(oy) = (")
Mithin erhalten wir:
ny n—1 n n—1
k) \k-1 k '

Damit ist das Theorem kombinatorisch bewiesen. [

Beispiel: Der Dreiecksaufbau des rekursiven Zusammenhangs in Theorem 1.15
lasst sich leicht veranschaulichen und ist schon aus der Schule bekannt:

(o) 1

(1) G 1 1
) () G Lo
3 (?) (2 g 1 3 3 1

Y
[eo RN
N
Ry
—
S~
VOEER
SR
~_
RS
SE(SUITN
N
VRS
FENYEN
~
=
e
[=>)
W
[—
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1.3. Abzéhlprobleme 15

1.3.2 Permutationen und Stirling-Zahlen erster Art

Es sei A eine endliche Menge mit |A| = n. Eine Permutation von A ist eine bijektive Funk-
tion 7 : A — A. Ohne Beeintrichtigung der Allgemeinheit setzen wir stets A = {1,...,n}
voraus. Die Menge {1,...,n} notieren wir auch als [n]. Weiterhin definieren wir die Menge

Sp =det { ™| 7 : [n] = [n] ist eine Permutation },

die sogenannte symmetrische Gruppe von n Elementen.
Theorem 1.16 Flir alle n € Ny gilt |S,| = nl.

Beweis: |S,,| entspricht dem Ziehen von n Kugeln aus einer Urne mit n Kugeln ohne
Zuriicklegen mit Beriicksichtigung der Reihenfolge. Nach Theorem 1.1 gilt

n!

m:n!.

|Sn| =

Damit ist das Theorem bewiesen. []

Ohne Beweis geben wir folgendes Resultat iiber das Verhalten der Fakultdtsfunktion an:
Theorem 1.17 (Stirlingsche Formel) Fir alle n € Ny gilt

2mn (Z)n <nl <V2mn (Z)neﬁ,
wobei e = e' = 2, 718281828459 . .. die EULERsche Konstante ist.

Permutationen konnen auf verschiedene Arten geschrieben werden. Im Folgenden behan-
deln wir drei Schreibweisen:

Matrixschreibweise: Dazu schreiben wir die Permutation 7 : [n] — [n] als 2 x n-Matrix
der Form

o 1 2 3 ... n
S\ (1) #(2) 73) ... w(n)
Da 7 bijektiv ist, kommen alle Werte 1,...,n in der zweiten Zeile vor.
Beispiel: Folgende Permutation ist in Matrixschreibweise gegeben:

(123456
™\416 25 3
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16 Kapitel 1. Kombinatorik

Tupelschreibweise: Im Prinzip geniigt es, von der Matrixschreibweise lediglich die
zweite Zeile zu iibernehmen, d.h. Permutationen kénnen angegeben werden in der Form

m=(m(1),7(2),7(3),...,7(n)).

Beispiel: 7 = (4,1,6,2,5,3) ist obige Permutation in Tupelschreibweise.

Zyklenschreibweise: Die Zyklenschreibweise entsteht, wenn wir fiir € [n] die iterierte
Hintereinanderausfithrung von 7 auf x betrachten. Dadurch entsteht eine Folge:

Wo(x) =def <,
(1) =aer 7(@),

m(x) =det m(m(x)),

(@) =aer m(7* N (2)),

Fiir jedes = € [n] gibt es dann ein minimales 0 < k < n mit 7¥(z) = =.

Beispiel: Fiir die Permutation 7 = (4, 1,6, 2,5, 3) gilt

(1) =1, (1) = 4, (1) = 2, ™) =1;
™2)=2 72 =1 72 =4, 72 =2
(3)=3, 7@3)=6, 7%3)=3;
4) =4, ©@)=2 w4 =1  74) =4
™(5)=5 (5 =5
m06) =6, 7(6)=3,  7(6)=6
Eine Folge z,7(x),7%(x),..., 7" '(2) mit minimalem k > 0, so dass 7*(z) = z, heifit

Zyklus der Lénge k und wird als (z 7(x) 7%(x) ... 7%~ 1(z)) geschrieben.
Beispiel: m = (4,1,6,2,5,3) enthélt die Zyklen (1 4 2), (3 6) und (5).

Jede Permutation kann als Produkt von Zyklen geschrieben werden, indem die Zyklen
einfach hintereinander gesetzt werden. Die Schreibweise ist jedoch nicht eindeutig. Insbe-
sondere kann jeder Zyklus der Liange k auf genau k Arten geschrieben werden.

Beispiel: Die Permutation 7 = (4,1,6,2,5,3) kénnen wir als Produkt von
Zyklen wie folgt schreiben:

(4,1,6,2,5,3) = (142)(36)(5)

Skriptum zu Diskrete Strukturen



1.3. Abzéhlprobleme 17

— (421)(63)(5)
— B)214)63)

Insbesondere gilt (142)=(421)=(214).
Die Anzahl der Zyklen, aus der eine Permutation bestehen kann, liegt zwischen 1, wie

in (123 ... n),und n, wie in (1)(2)(3)... (n). Im Folgende wollen wir die Anzahl der
Permutationen mit genau k Zyklen genauer bestimmen.

Fiir n,k € N sei [}] (manchmal auch s, ) geschrieben) die Anzahl der Permutationen
von n Elementen mit genau k Zyklen. Dann gilt also

> [i]=n

k=1

Die Zahlen [Z] heiflen Stirling-Zahlen erster Art. Folgende Sonderfille sind zu beachten:

o Fiir £ > n gilt n] = 0, da eine Permutation von n Elementen héchstens n Zyklen

enthalten kann.

o Fiir n > 0 gilt [8] = 0, da jede Permutation mindestens einen Zyklus enthélt.
. . 0
o Wir definieren [0} =def 1.

Mit diesen Sonderfillen konnen wir wiederum eine Rekursionsvorschrift fiir die Berechnung
der Stirling-Zahlen erster Art angeben.

Theorem 1.18 (Stirling-Dreieck erster Art) Fir alle k,n € N mit n > k gilt
n n—1 n—1
- —1)- :
[;J [k—1]+(” ) [ k ]
Beweis: (kombinatorisch) Es sei m € S, eine Permutation mit k& Zyklen. Dann kann 7 auf

zwei Arten aus einer Permutation aus S,,_1 entstanden sein:

(i) Einfiigen eines Zyklus (n) in Permutationen aus S, mit k — 1 Zyklen

(ii) Einfiigen des Elementes n in einen der Zyklen einer Permutation aus S,_1 mit k
Zyklen

Beide Fille sind disjunkt. Fiir die Anzahl der M6glichkeiten, Permutationen mit k Zyklen
auf diese zwei Arten zu erzeugen, ergibt sich jeweils:

0[]
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18 Kapitel 1. Kombinatorik

(i) (n—1)- " ; (denn fiir das Einfiigen eines Elementes in einen Zyklus der Lénge

t gibt es t Moglichkeiten — Einfiigen als erstes und Einfiigen als letztes Element
erzeugen den gleichen Zyklus)

Insgesamt erhalten wir also:

HE N R

Damit ist das Theorem bewiesen. []

Beispiel: Um die Konstruktion aus dem Beweis von Theorem 1.18 zu verdeut-
lichen, betrachten wir die 6 Permutationen von 4 Elementen mit 3 Zyklen:

(1)(2 3)(4) (14)(2)3)
(12)(3)(4) (M2 4)3)
(13)(2)(4) M()3 4)

Die linken Permutationen entstehen aus den Permutationen (1)(2 3), (1 2)(3)
und (1 3)(2) durch Einfiigen des Einerzyklus (4). Die rechten Permutationen
entstehen aus der Permutation (1)(2)(3) durch Einfiigen von 4 in jeden Einer-
zyklus.

Um einen Eindruck von Wachstum der Stirling-Zahlen erster Art zu erhalten, kénnen die
Werte analog dem PAscALschen Dreieck angeordnet werden.

Beispiel: Der Dreiecksaufbau des rekursiven Zusammenhangs in Theorem 1.18
lésst sich wie folgt veranschaulichen:

Mit Permutationen, insbesondere mit der symmetrischen Gruppe, werden wir uns im Kapi-
tel iiber algebraische Strukturen noch einmal ausfiihrlich beschéftigen.

Skriptum zu Diskrete Strukturen



1.3. Abzéhlprobleme 19

1.3.3 Mengenpartitionen und Stirling-Zahlen zweiter Art

In diesem Abschnitt wollen wir bestimmen, wie viele Moglichkeiten es gibt n-elementige
Grundmengen in k nichtleere, disjunkte Komponenten zu zerlegen.

Es sei A eine endliche Menge mit |A| = n. Eine k-Partition F = {A1, Aa, ..., Ay} ist eine
k-elementige Familie von nichtleeren Teilmengen von A mit Ay U Ay--- U A = A und
A;NA; =0, falls i # j.

Essei {} } (manchmal auch: S, ) die Anzahl der k-Partitionen einer n-elementigen Grund-
menge. Die Zahlen {Z} heiflen Stirling-Zahlen zweiter Art. Folgende Spezialfille sind zu
beachten:

o Fiir k£ > n gilt {Z} = 0, da die n Elemente hochstens in n Komponenten liegen

konnen.

o Fiir k =0 gilt {g} = 0, da die n Elemente in wenigstens einer Komponenten liegen

miissen.

o Wir definieren {8} =gef 1.

Wir kénnen nun eine dhnliche rekursive Darstellung wie in Theorem 1.18 fiir die Stirling-
zahlen erster Art auch fiir die Stirling-Zahlen zweiter Art beweisen.

Theorem 1.19 (Stirling-Dreieck zweiter Art) Fir alle k,n € N mit n > k gilt
n n—1 n—1
= k- .
{ k:} { k—1 } + { k }

Beweis: (kombinatorisch) Es sei F eine k-Partition einer n-elementigen Menge. Dann
kann F auf zwei Arten aus einer Partition einer (n — 1)-elementigen Menge entstehen:

(i) Hinzufiigen der Menge {n} zu einer (k — 1)-Partition von n — 1 Elementen

(ii) Einfiigen von n in einer der Mengen einer k-Partition von n — 1 Elementen

Die Anzahl der Moglichkeiten k-Partitionen von n Elementen zu bilden, ist wie folgt:
. n—1
o {} 21}
n—1
(ii) { P }
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20 Kapitel 1. Kombinatorik

(=it

Damit ist das Theorem bewiesen. []

Mithin gilt also:

Wir geben wieder einen Eindruck fiir das Wachstum der Zahlen {Z} gemif Theorem 1.19.

Beispiel: Der Dreiecksaufbau des rekursiven Zusammenhangs in Theorem 1.19
ldsst sich wie folgt veranschaulichen:

1
0 1
0 1 1
0 1 3 1
0 1 7 6 1
0 1 15 25 10 1
0 1 31 90 65 15 1

Interessieren wir uns nur fiir die Anzahl aller moglichen Partitionen einer Grundmenge A
mit |A| = n, so kann man die Bell-Zahlen bestimmen:

n
n
By =ar {1 }
n —def Z k
k=0
Insbesondere gibt B,, also die Anzahl aller Aquivalenzrelationen auf n Elementen an.

1.3.4 Klammerausdriicke und Catalan-Zahlen

Wir betrachten das Problem, korrekte bzw. legale Klammerausdriicke zu zéhlen. Ein Klam-
merausdruck ist legal, wenn es zu jeder 6ffenenden eine schlieBende Klammer gibt und sich
zwischen den Klammern oder hinter den Klammern nur wieder legale Klammerausdriicke
befinden. Beispielsweise sind (()) und ()(()) korrekt geklammert; (()))() ist dagegen nicht
korrekt geklammert. Legale Klammerausdriicke werden durch eine kontextfreie Gramma-
tik mit den Regeln

S—e S—(9), S—S8S
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1.3. Abzéhlprobleme 21

erzeugt. Mittels Induktion iiber den Aufbau legaler Klammerausdriicke kann gezeigt wer-
den, dass ein legaler Klammerausdruck z = x1...x, € {(,)}* folgende Bedingungen
erfiillt:

e Es gibt genauso viele 6ffnende wie schlieende Klammern, d.h.:

Hi|l<i<nundz;=(}={i|]l1<i<nundax; =)}

e 7Zu jedem Zeitpunkt gibt es mindestens so viele 6ffnende wie schliefende Klammern,
d.h.:
Hi|ll<i<junda;=(}>|{i|l<i<jundax; =)}

fir alle j € {1,...,n— 1}

Klarerweise miissen legale Klammerausdriicke stets eine gerade Lénge besitzen.

Die n-te Catalan-Zahl C,, ist definiert als die Anzahl legaler Klammerausdriicke mit genau
n offnenden Klammern; Cy =g¢r 1.

Beispiele:

1. C1 =1, denn () ist einziger legaler Klammerausdruck mit einer 6ffnenden
Klammer.

2. Cy = 2, denn ()() und (()) sind die einzigen legalen Klammerausdriicke
mit zwei 6ffnenden Klammer.

3. €y = 5, denn ()00, (0)0. 0(0), (0()) und ((())) sind die cinzigen legalen
Klammerausdriicke mit drei 6ffnenden Klammer.

Catalan-Zahlen kénnen gemif folgender Rekursion bestimmt werden.

Lemma 1.20 Fir alle n € Ny gilt

Cn = Z Ck—l : Cn—k~
k=1

Beweis: (kombinatorisch) Es sei A, j, die Menge legaler Klammerausdriicke, bei denen
die erste 6ffnende Klammer an der Position 2k geschlossen wird, d.h., Worter der Form

(v [ w ]

1 2k 2n
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Das Wort v enthélt k& — 1 6ffnende Klammern, w enthélt n — k 6ffnende Klammern. Somit
folgt [Ay k| = Cr—1 - Cp—i. Wegen A, ;N Ay = 0 fiir k # K gilt

n n n
Co= |l Ank| =D [Ansl =D Cro1 - Cri.
k=1 k=1 k=1
Damit ist das Lemma bewiesen. [

Theorem 1.21 Fiir alle n € N gilt
1 2n
C, = .
" n+1 < n )

Beweis: (kombinatorisch) An Stelle legaler Klammerausdriicke mit n 6ffnenden Klam-
mern werden Wanderungen von (0,0) nach (2n,0) in einem ganzzahligen Gitter gezihlt.
Jeder o6ffnenden Klammer entspricht dabei ein Schritt (41,+1) (Aufwértspfeil), jeder
schlieflenden Klammer entspricht ein Schritt (—1,+1) (Abwértspfeil). So entspricht etwa
der Klammerausdruck ()(()) der Wanderung:

Ein legaler Klammerausdriicke entspricht genau einem Pfad, der komplett oberhalb der
x-Achse verlauft.

Es sei D,, die Menge aller Pfade von (0,0) nach (2n,0). Ein Abwértspfeil in einem Pfad,
die sich unterhalb der z-Achse befindet, heiflt Fehler. Es sei D, fur k € {0,1,...,n}
die Menge aller Pfade mit genau k£ Fehlern. Somit entspricht D,, ¢ gerade der Menge der
legalen Klammerausdriicke mit n 6ffnenden Klammern.

Wir werden zeigen, dass |D,, ;| = |Dy | fur alle k,¢ € {0,1,...,n} (x) gilt. Daraus folgt

n
U D
k=0

’Dn’ -

n n
= [Dupl = [Dnol = (n+1) - Dyl
k=0 k=0

und mithin

1 1 2n
Cn = 1Dnol = Ty 1Pl = n+1<n>'
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Fiir () geben wir Bijektionen zwischen D,, , und D,, ;41 fiir alle k € {0,...,n — 1} an:

e Es sei P ein Pfad in D,, ;. Dann kann P in AuBdC zerlegt werden mit folgenden
Bedeutungen: u ist der erste Aufwirtspfeil oberhalb der x-Achse; d ist der erste
Abwirtspfeil nach u, der die z-Achse beriihrt; A, B, C sind die moglicherweise leeren
Reststiicke. Es gilt: A liegt unterhalb der z-Achse und hat k; Fehler, B liegt oberhalb
der z-Achse und hat somit 0 Fehler, C hat folglich k — k; Fehler. Wir ordnen P
eineindeutig den Pfad P’ = BdAuC zu, d.h., wir vertauschen Au und Bd. Folglich
gilt in P": B hat 0 Fehler, dAu hat k1 + 1 Fehler, C hat k — k; Fehler. Somit hat P’
genau k + 1 Fehler, d.h., P’ liegt in D,, j,41. Beispielhaft ist hier die Zuordnung eines
Pfades in D55 auf einen Pfad in D5 3 angegeben:

d

J22 \ENN
YN

e Iiir die Umkehrabbildung sein nun P ein Pfad in D, ;41. Dann kann P in AdBuC
zerlegt werden mit folgenden Bedeutungen: d ist erster Abwirtspfeil unterhalb der
x-Achse, u ist erster Aufwirtspfeil nach d, der die x-Achse beriihrt, A, B, C sind
die moglicherweise leeren Reststiicke. Es gilt: A liegt oberhalb der x-Achse und hat
0 Fehler, dBu liegt unterhalb der z-Achse und hat 1 + k1, k&1 > 0, Fehler, C' hat
k+1— (ki +1) = k — ky Fehler. Wir bilden P auf P’ = BuAdC ab, d.h., wir
vertauschen Ad und Bu. Folglich gilt: B hat ki Fehler, uAd mit 0 Fehlern, C' hat
k — k1 Fehler. Somit hat P genau k Fehler, d.h., P liegt in D, ;. Exemplarisch:

C B

C B

u

Y

Damit ist das Theorem bewiesen. []
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1.3.5 Zahlpartitionen*

In diesem Abschnitt gehen wir der Frage nach, wie viele Moglichkeiten es gibt, einen Zahl
als Summe anderer Zahlen darzustellen.

Eine Zahlpartition von n € N mit £ Summanden besteht aus ganzen Zahlen ny,...,ng >0
mit n = nj + - -+ 4+ ng. Spielt die Reihenfolge der Summanden keine Rolle, dann heifit die
Zahlpartition ungeordnet, sonst geordnet.

Beispiel: 7 =1+ 1+ 2+ 3 ergibt eine Zahlpartition von 7 mit 4 Summanden.
Ungeordnet reprisentieren 1,1,2,3 und 3,2,1,1 die gleiche, georndet unter-
schiedliche Zahlpartitionen.

Die Frage ist also: Wie viele Zahlpartitionen von n mit k¥ Summanden gibt es?

Ungeordnete Zahlpartitionen: Es sei P, die Anzahl der Moglichkeiten die Zahl n
ungeordnet in £ Summanden zu zerlegen. Klarerweise gilt P, , = 1 sowie P, = 1 fiir
n > 1. Auflerdem sind folgende Spezialfille zu beachten:

o Fir k >ngilt P, =0.
o Fiirn>1gilt P,o=0.

e Wir definieren Fy o =qef 1.

Folgendes Theorem gibt eine rekursive Vorschrift zur Berechnung von P, j an.

Theorem 1.22 Firn,k € Ny mitn > k gilt

k
Poirr = E B, ;.
=

Beweis: (kombinatorisch) Wir unterscheiden die Summanden bei der Zerlegung von n+k
in £ Summanden nach Einsen und gréferen Summanden. Fiir eine Partition mit genau ¢
Einsen gilt

ntk=1+1+---+14n;41+n42+-+ng
—_——

i k—i
mit 741, ..., > 2. Wir definieren n’; =qef n; — 1 fiir j € {1,...,k}. Dann gilt
N1+ o+ +np = Nig1+nga+ o+ — (k=)
n+(k—1i)—(k—1)
= n
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Mithin ist n/ IEPRRE ,n). eine Zahlpartition von n mit k£ — ¢ Summanden. Umgekehrt kann
jede Zahlpartition von n mit k& — ¢ Summanden in eine Zahlpartition von n + k£ mit &
Summanden, von denen genau ¢ den Wert 1 haben, umgewandelt werden. Insgesamt gilt

also
k—1 k
Pn—f—k:,k = Z Pn,k:—i = Z Pn,j-
i=0 j=1

Damit ist das Theorem bewiesen. []

Beispiel: Es gilt P53 = 2. Einserseits sind die Zahlpartitionen 1 +1+3 =5
sowie 14242 = 5. Andererseits ergibt sich mit der Formel aus obigem Theorem

3
P53 = ZP2,j =P+ P+ P3=1+1+0=2
j=1

Geordnete Zahlpartitionen: Die Anzahl der Moglichkeiten, die Zahl n geordnet in k
Summanden zu verteilen, kann auf bereits bekannte Grofien zuriickgefithrt werden.

Theorem 1.23 Fir alle n,k € Ny mit n > k g¢ibt es

n—1
k—1
geordnete Zahlpartitionen von n mit k Summanden.

Beweis: Jede Zahl n > 2 kann mit n Einsen dargestellt werden:

n

n=1+-4+1+1+- 414 4+14+...+1
N———

1 b)) Tk

Somit kann jede geordnete Zahlpartition von n mit & Summanden umkehrbar eindeutig
durch die Positionen der Pluszeichen zwischen Einserblocken reprisentiert werden. Folglich
werden aus n — 1 moglichen Positionen genau k — 1 ausgewéhlt. Insgesamt ergeben sich

(7))

Moglichkeiten. Damit ist das Theorem bewiesen. [ |

Beispiel: Wie viele Losungen besitzt die lineare Gleichung

x1+:c2+---+:ck:n
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26 Kapitel 1. Kombinatorik

in den natiirlichen Zahlen? Die Null ist hier also als Summand zugelassen.
Wegen

rit+xe+ - trp=n <<= (r1+1)+(@2+1)+--+(zp+1)=n+k

n+k-—1

b1 > Losungen.

gibt es genau <

1.4 Mehrfache Urnenmodelle*

Im Folgenden betrachten wir ein verallgemeinertes kombinatorisches Szenario, in dem viele
der bisher angestellten Uberlegungen zur Anwendung kommen: Wie viele Moglichkeiten
gibt es, n Bélle auf m Urnen zu verteilen?

Hierbei sind wieder verschiedene Szenarien moglich, je nachdem

e ob die Balle unterscheidbar oder nicht unterscheidbar sind,
e 0ob die Urnen unterscheidbar oder nicht unterscheidbar sind und

e ob die Urnen jeweils mindestens, genau oder hichstens einen Ball enthalten miissen.

Theorem 1.24 fasst fiir alle moglichen Szenarien die Anzahlen zusammen.

Theorem 1.24 Die Anzahl der Moglichkeiten, n Bdélle auf m Urnen zu verteilen, ist durch
folgende Tabelle angegeben:

Bl =n, [U] =m Zuordnung Zuordnung Zuordnung Zuordnung
’ beliebig injektiv surjektiv bijektiv
B untersch., - { mt m>n ml- S { nl m=n
U untersch. 0 m<n Lo 0 m#n
B nicht untersch., <m +n— 1) (m) (n = 1) { 1 m=n
U untersch. n n m— 1 0 m#n
B untersch., zm:S { 1 m=>n g { 1 m=n
U nicht untersch. P mk 0 m<n o 0 m#n
B nicht untersch., ip i { 1 m=>n p { 1 m=n
U nicht untersch. — b 0 m<n o 0 m#n
Beweis: Der Beweis des Theorems bleibt als Ubungsaufgabe iiberlassen. [ |
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Rekursionen 2

2.1 Analyse von Algorithmen

Rekursionsgleichungen treten hiufig bei Laufzeitanalysen von Algorithmen auf. Exem-
plarisch werden wir dies am wohlbekannten euklidischen Algorithmus zur Bestimmung
des grofiten gemeinsamen Teilers zweier natiirlicher Zahlen diskutieren. Zur Erinnerung
geben wir den Algorithmus noch einmal an (fiir Korrektheit und Herleitung siehe Skriptum
,Briickenkurs Mathematik®):

Algorithmus: EUKLID

Eingabe: positive natiirliche Zahlen n,m mit m < n
Ausgabe: geT(m,n)

1 IF m teilt n

2 RETURN m

3. ELSE

4 RETURN EukLID(mod(n, m), m)

Die Laufzeit des Algorithmus wird sicher mafigeblich von der Anzahl der rekursiven Auf-
rufe bestimmt. Es ist also die Frage zu beantworten, wie viele rekursive Aufrufe von
EUKLID(m,n) benotigt werden. Wir nehmen im Folgenden stets an, dass m < n gilt.

Beispiel: Eine triviale obere Schranke fiir die Anzahl der Aufrufe ist sicher n.
Dabei sind wir aber viel zu pessimistisch. Beispielsweise gilt

EUKLID(36,120) = EUKLID(12,36) = 12,

womit also nur eine rekursiver Aufrufe erfolgt. Fiir EUKLID(89, 144) werden
genau 9 rekursive Aufrufe benttigt. Und dies ist die maximale Anzahl rekursive
Aufrufe von EUKLID(m, 144) fiir alle 1 < m < 144.

Die maximale Anzahl der rekursiven Aufrufe ist eng mit den FIBONACCI-Zahlen verbun-
den. Die n-te FIBONACCI-Zahl F,, ist wiederum rekursiv wie folgt definiert:

Fn =gt Fn-1+ Fno fir n > 2
Fy =qer 1
Fy =qet O
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28 Kapitel 2. Rekursionen

Die Folge der FIBONACCI-Zahlen beginnt mit 0,1,1,2,3,5,8,13,21, 34,55,89, 144, . ... Die
in obigem Beispiel verwendeten Zahlen 89 und 144 sind also gerade Fj; und Fio. Benach-
barte FIBONACCI-Zahlen sind nun gerade schlechteste Eingaben fiir den euklidischen Algo-
rithmus.

Lemma 2.1 Es seien k,m,n € Ny beliebige natiirliche Zahlen. Dann gilt:
1. EUKLID(F)49, Fi13) bendtigt genau k rekursive Aufrufe.

2. Wenn EUKLID(m,n) mindestens k rekursive Aufrufe bendtigt, dann gilt n > Fyy3
und m > Fiio

Beweis: (Induktion) Wir zeigen beide Aussagen im Block mittels vollstiandiger Induktion
iiber k.

e Induktionsanfang: Es sei k = 1. Es gilt F3 = 2 und Fy = 3.

1. Wegen EUKLID(2,3) = EUKLID(1,2) = 1 erfolgt genau ein rekursiver Aufruf.

2. Wir betrachten alle Félle mit n < 3 oder m < 2. Wegen EUKLID(2,2) = 2 und
EukLiD(1,n) = 1 erfolgt in allen diesen Fillen kein rekursiver Aufruf. Damit
ist die Kontraposition der Aussage fiir k = 1 gezeigt und die Aussage ist wahr.

o Induktionsschritt: Es sei k > 1. Damit gilt
1< Frp1 < Frqo < Fig3 = Frpo+ Frp1 <20 Fiyo
und folglich Fj1o [ Fiys mit mod(Fyqs3, Fyio) = Fryq.

1. Es gilt EUKLID(F) 9, Fit3) = EUKLID(F)41, Fit2). Nach Induktionsvorausset-
zung ben6tigt EUKLID(F,_1)42, F{x—1)+3) genau k—1 rekursive Aufrufe. Mithin
benotigt EUKLID(Fy 49, Fit+3) genau k rekursive Aufrufe.

2. Fir m und n benétige EUKLID(m,n) mindestens k& > 2 rekursive Aufrufe.
Dann gilt EUKLID(m,n) = EUKLID(mod(n, m), m) und EUKLID(mod(n,m), m)
benotigt mindestens k—1 > 1 rekursive Aufrufe. Nach Induktionsvoraussetzung
gilt m > Fj,_1)43 sowie mod(n, m) > Fij,_1y4o. Mithin gilt:

n > m+mod(n,m) > Fyio + Fri1 = Fiys

Damit ist das Lemma bewiesen. ]
Korollar 2.2 Es seien m,n € Ny beliebige natirliche Zahlen mit m < n. Dann ist die
Anzahl der rekursiven Aufrufe von EUKLID(m,n) nach oben beschrinkt (mit Gleichheit)

durch
k* —def Max { k | Fk+3 <n }
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2.2. Lineare Rekursionsgleichungen 29

Mit dem Wissen um die Formel

1 (1+v5) 1 [1-v5)
Fo=—|——]| —— (2.1)
A A
folgt k* = O(logn) und damit eine asymptotisch prizise Aussage iiber das Laufzeitver-

halten von EUKLID. Der Algorithmus terminiert also fiir alle Eingaben mit héchstens
logarithmisch vielen rekursiven Aufrufen im Wert der grofleren Zahl und ist damit schnell.

Im Folgenden wollen Gleichheiten wie die Formel (2.1) beweisen und auch herleiten.

2.2 Lineare Rekursionsgleichungen

Definition 2.3 Fine Rekursionsgleichung der Form
Ty = 01Tp—1+ -+ axZTp—k + bk fir allen > k
mit den Anfangsbedingungen
a5 = 10 fir alle i € {0,...,k —1}

heif$t lineare Rekursionsgleichung k-ter Ordnung. Fir by, = 0 heifit die Rekursionsgleichung
homogen sonst inhomogen.

Beispiel: Die einfachsten, nicht trivialen Rekursionsgleichungen sind homo-
gene, lineare Rekursionsgleichungen erster Ordnung;:

Tp = Q- Tp—q firn>1

.CC(]:bo

Die Losung der Gleichung ist sofort einzusehen: x,, = bg - a™.

Theorem 2.4 Es sei eine inhomogene, lineare Rekursionsgleichung erster Ordnung

Ty = Q- Tp—1+b1 firn>1

o = bo
mit beliebigen Konstanten a, by, b1 gegeben. Dann hat die Losung der Gleichung die Form:

n a”—1
= bo - a —i—bl-a_l, falls a # 1

bo +n - by fallsa =1
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30 Kapitel 2. Rekursionen

Beweis: (Induktion) Wir zeigen das Theorem mittels vollstindiger Induktion iiber n.

o Induktionsanfang: Es sei n = 0. Dann gilt fiir a # 1

a —1
=b
a—1 0

{L‘o:bo~a0+b1'

und fira =1
o =by+0-b; = bg.

o Induktionsschritt: Es sei n > 0. Fiir a # 1 gilt

Ty = Q- Tp_1+b1 (nach Definition)
a” -1
= a- (bo ca" 4 by - 71> + by (nach Induktionsvoraussetzung)
a—
n _
- bo-d1+b1(a ‘l+1>
a—1
n—1
= bO . aTL _|_ bl . @
a—1

Fiir a = 1 ergibt sich aus der rekursiven Definition und der Induktionsvoraussetzung

xn:xn,1+bl:bo—l—(n—l)-bl-i—bl:bo—l—n'bl.

Damit ist das Theorem bewiesen.

Theorem 2.5 Es sei eine homogene, lineare Rekursionsgleichung zweiter Ordnung

Tn = 41 Tp-1+0a2 Tp_2 fiirm > 2
rpT = b1
rog = bo

mit a1 # 0 oder as # 0 gegeben. Es seien o, 8 € R Losungen von t? — ait — az = 0 und
A, B € R wie folgt definiert:

by — b
170ﬂ, falls a # B

A = «—p

—def by — boa

L 0% fllsa=2
b1 —boa
e I

B :def o — B ) fa S & ;é 18
bo, falls o =

Dann hat die Losung der Gleichung die Form:

) Aa" = Bp", fallsa# B
n = (An+ B)a", fallsa=p
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2.2. Lineare Rekursionsgleichungen 31

Beweis: (Induktion) Wir zeigen das Theorem nur fiir den Fall o # 5 und verwenden
dazu wiederum vollstéindige Induktion iiber n.

e [nduktionsanfang: Es sei n € {0,1}. Fiir n = 0 gilt
b1 — b — b1 + b« a—f

=Ad’-B'=A-B= = by - =b
z o 15} a_p U 3 0
und fiir n =1 gilt
1= Aot — BA' = Aa— Bp = 1@ =B =Bt bal _a=B
a—p a—p
o Induktionsschritt: Es sei n > 1. Dann gilt:
Ty = Q1 Tp_1+a9-Tp_o (nach Definition)

= aj- (Aoz"f1 — Bﬁ"il) +asg - (Aoz"f2 — B,B"iQ)
(nach Induktionsvoraussetzung)
= A"+ aAa 2 — a1 BV — aa B2
= Ao ?. (a1a+ap) — B2 (a1 + ag)
= Aa"%.0>-Bpv?.p3?
(wegen a? — a1 —ag = 0 und B2 — a1 83 — az = 0)
= Aa" — Bp"

Damit ist das Theorem bewiesen. [

Die Folge der FiBONACCI-Zahlen ist durch eine homogene, lineare Rekursionsgleichung
zweiter Ordnung gegeben. Somit kann das Theorem 2.5 angewendet werden.

Korollar 2.6 Fiir alle n € N gilt
oo L (14vB)" 1 (1-VB\"
"5 2 V5 2

Beweis: Nach Definition der FIBONACCI-Zahlen ist a; = as = 1. Die Nullstellen von
t2 —t — 1 sind

a:%—ké\/g, 5:%—%\/5
Fiir A und B rechnen wir aus:
A 1z08_ 1 _1-0a 1
Vb V5 Vb Vb
Aus Theorem 2.5 folgt die Formel und das Korollar ist bewiesen. [ |
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32 Kapitel 2. Rekursionen

2.3 Die Methode der erzeugenden Funktionen

Wir gehen nunmehr dazu iiber, Losungen linearer Rekursionsgleichungen nicht mehr nur zu
beweisen sondern zu konstruieren. Dazu verwenden wir formale Potenzreihen und erzeu-
gende Funktionen. Fiir diese Begrifflichkeiten sind einige Sachverhalte aus der Analysis
(siehe Skriptum ,Mathematische Grundlagen der Informatik®) zu wiederholen.

Rekursionen definieren unendliche Folgen ag, a1, as, . .. von Zahlen. Wir repréasentieren eine
solche Folge durch eine formale Potenzreihe in der Variablen x:

A(x) =det Z ag - =¥
k=0

Die rechte Seite der Definition ist die formale Potenzreihe — ,formal“ deshalb, weil Kon-
vergenzfragen von Potenzreihen unbeachtet bleiben. Insbesondere kénnen ganz allgemein
die Koeffizienten der Potenzreihe (die Folgenglieder) aus beliebigen Objekten wie z.B.
Graphen oder Wortern bestehen, fiir die der Konvergenzbegriff gar nicht definiert ist.

Eine formale Potenzreihe kann als Funktion A(x) in = aufgefasst werden. A(x) heifit dann
erzeugende Funktion der Folge ag, a1, as,.. ..

Aus der Analysis entnehmen wir folgenden Sachverhalt (Identitétssatz fiir Potenzreihen):

Sind fiir zwei Folgen ag,aq, ... und by, by, ... ihre erzeugenden Funktionen A(x)
und B(x) gleich, so gilt a, = b, fir alle n € N.

Erzeugende Funktionen repréasentieren also formale Potenzreihen und die zugehorigen Fol-
gen eindeutig.

Bestimmung der erzeugenden Funktion zu einer Folge. Um erzeugende Funktio-
nen zu bestimmen, benutzen wir Regeln zum Rechnen mit formalen Potenzreihen:

e Addition: Fiir zwei Folgen ag, a1, ... und by, by, ... gilt

(Z ay - :):k> + <Z by, - :):k> = Z(ak + by,) - ¥
k=0 k=0

k=0

o Multiplikation: Fiir zwei Folgen ag, a1, ... und bg, b1, ... gilt
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2.3. Die Methode der erzeugenden Funktionen 33

e [ndexverschiebung aufwdrts: Fiir die Potenzreihe zu der Folge, die aus der Transfor-
mation ag, a1, as,...— 0,0,...,0,a9,a1,as9,... resultiert, gilt
—_——

00 00
Zak'$m+k:xm'zak'xk
k=0 k=0

e [ndexverschiebung abwdrts: Fiir die Potenzreihe zu der Folge, die aus der Transfor-

mation ag,ay,a2 ... — Gy, Aymtl, Gma2, . .- - resultiert, gilt
0o o) 0o m—1
E ot * k=g g ot ghtm = g=m. g ap - ¥ — g ap -
k=0 k=0 k=0 k=0
e Differenzieren: Fiir die erste Ableitung der Potenzreihe zu ag, aq,... gilt

(o] / o0 (o]
<Zak-xk> :Zak zF Zk ag - z" Zk—l—l Gyl - z"
k=0 k=0 k=0

Die Ableitung einer Potenzreihe entspricht somit der Transformation auf Folgen:
A0, A1, A2,y «« oy Oy .. > Q1,202, ..., kag, . ..

Die im Zusammenhang mit linearen Rekursionsgleichungen fundamentale Potenzreihe ist

oo

k

x) —def Zx )
k=0

d.h. die formale Potenzreihe von 1,1,1,... Die erzeugende Funktion A(z) kénnen wir wie
folgt explizit bestimmen:

[e.e] [e.e] o0 o0
:Zxk:1+Zxk:1+x-2xk*1:1+:C'Z:ck:1+:c'A(x)
k=0 k=1 k=1 k=0

Die erzeugende Funktion der Folge 1,1,1,... ist somit:

die geometrische Reihe

Beispiele: Wir wollen die erzeugende Funktion A(z) = (1—z)~ ! von 1,1,1,...
benutzen, um beispielhaft weitere Potenzreihen und erzeugende Funktionen zu
bestimmen.

1. Die erzeugende Funktion B(z) von 1,2,3,4,... ist die erste Ableitung von

Alz): /
B0 =40~ (1) = o7
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34 Kapitel 2. Rekursionen

2. Die erzeugende Funktion von 0,1,2,3,4,... ergibt sich durch Indexver-
schiebung um eine Position aufwirts aus B(z):

X

x-B(:c):(l_T)Q

3. Die erzeugende Funktion von 1,a,a?, a3, ... ergibt sich durch Substitu-

tion aus A(x):

Zak gk = Z(a:):)k = A(ax) = !
k=0 =

C1—ax
k=0

Die nachfolgende Ubersicht fasst einige Beispiele wichtiger Potenzreihen und erzeugender
Funktionen zusammen, die benutzt werden kénnen, um erzeugende Funktionen zu einer
gegebenen Folge zu bestimmen:

Folgenglied a;  Folgenanfang formale Potenzreihe erzeugende Funktion

(o]
1
1 1,1,1,1,... k
b M b M ;}x 1 _ x

> X

k 0,1,2,3, ... k- 2" —
kzo (1—2x)?
> 1

k 2 3 k k

1 ,

« , o, Q) kzooz x .
> z(1+ )

k2 0,1,4,9,... k% 2¥ 4
> 0P

1 11 1

— 0,1,=,=,. — .z In(1 —

k: ) 727 37 ; k: x n( x)

1 11 =1

— 1,1,=,=,.. — . gF @

! DN kz_ok' v ¢

Bestimmung der Folge zu einer erzeugenden Funktion. Haben wir nun eine erzeu-
gende Funktion A(z) gegeben, wie bestimmen wir die zugehorige Folge? Dazu betrachten
wir die n-te Ableitung von A(z) (soweit dies moglich ist, was in unseren Fille aber stets
der Fall ist):

o0

A(n)(x) _ <Z ay, - $k> — Z k. ay, - xkfn
k=0 k=n

Setzen wir x = 0, so ist '™ = 0 fiir m > 0 und wir erhalten:

AM(0) =n!-a,
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2.3. Die Methode der erzeugenden Funktionen 35

Mithin gilt also fiir das k-te Folgenglied der zu A(z) gehérenden Folge
A®)(0)
k!

und die zu A(z) gehdrende Potenzreihe ist die TAYLOR-Reihe von A(z) (um den Entwick-
lungspunkt 2 = 0):

ap =

> 7Ak)
Alz) = Z AW(0) L

k!
k=0

Beispiel: Es gilt (¢*)’ = e* und somit
1
T __ R
oS Lok
k=0

Die Methode der erzeugenden Funktionen. Lineare Rekursionsgleichungen kon-
nen nun mit Hilfe der auf formalen Potenzreihen basierenden Methode der erzeugenden
Funktionen gelost werden. Diese Methode vollzieht sich in einer Reihe von Rechenschritten
(siehe Kasten).

Schema der Methode der erzeugenden Funktion zur Auflésung linearer
Rekursionsgleichungen k-ter Ordnung;:

1. Aufstellen der erzeugenden Funktion als Potenzreihe

2. Anwendung der Rekursionsgleichung

3. Umformen der rechten Seite nach der erzeugenden Funktion

4. Auflésen nach der erzeugenden Funktion

5. Ersetzen der neuen rechten Seite durch eine Potenzreihe (TAYLOR-Reihe)

6. Koeffizientenvergleich (nach dem Identitéitssatz fiir Potenzreihen)

Wir wollen die Methode der erzeugenden Funktion exemplarisch an den Fibonacci-Zahlen
nachvollziehen.

1. Aufstellen der erzeugenden Funktion als Potenzreihe

Fiir die Folge (F),)nen definieren wir die erzeugende Funktion F'(x) als Potenzreihe:

o
F({L‘) —def ZFn sz
n=0
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36 Kapitel 2. Rekursionen

2. Anwendung der Rekursionsgleichung

Wir setzen zunichst die Anfangsbedingungen und anschlieBend die rekursive Definition
der Folge (F),)nen in die Potenzreihe ein:

o0
F(z) = Fy+Fa+» Fy-a"

n=2

o0
= o+ Y (Fpo1+ Foa) o

n=2

3. Umformen der rechten Seite nach der erzeugenden Funktion

Wir driicken die rechte Seite durch Umformung der Potenzreihe und Indexverschiebung
mit Hilfe von F(x) aus:

F(z) =

8

o0 o0

+ ) Fuya" + ) Fup-a”
n=2 n=2
o0 o0

= r + ZFn-x”+1 + ZFn-x”+2
n=1 n=0

o0 o0
= z + xZan” + xQZFn-x”
n=1 n=0

= 1 + z(F(z) - Fy) + 2?F(z)
= 1 + zF(z) + 2*F(x)

4. Auflosen nach der erzeugenden Funktion

Durch Umstellung nach F(z) erhalten wir:

x
F(x)zl—x—xQ

5. Ersetzen der neuen rechten Seite durch eine Potenzreihe (TAYLOR-Reihe)

Anstatt F(x) in eine TAYLOR-Reihe zu entwickeln, verwenden wir die Partialbruchzerle-
gung, um F'(x) in uns schon bekannte Potenzreihen zu tiberfithren. Wir verwenden fiir die
Partialbruchzerlegung den Ansatz

T A B

1—x—x2_1—aﬂc+1—5ﬂc
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2.3. Die Methode der erzeugenden Funktionen 37

und versuchen A, B, a und (3 geeignet zu bestimmen. Mit Hilfe des Ansatzes erhalten wir
dann fiir F'(z) unter Verwendung der geometrischen Reihe:

= AZ(ax)" + B Z(,B:c)"
n=0 n=0

Geméifl dem Ansatz miissen die Parameter die beiden folgenden Gleichungen erfiillen:
(1—-azx)(1—-Bz) = 1—z—2a? (2.2)
Al—-pz)+B(l—azx) = z (2.3)

Aus Gleichung (2.2) folgt 1— (a+ )z +aBz? = 1 —x—2? und mithin durch Koeffizienten-
vergleich o + 8 = 1 und a8 = —1. Daraus folgt a(1 — a) = —1 und somit o —a — 1 = 0.
Durch Bestimmung der Nullstellen erhalten wir

_1+45 _1-45
2 b= 2

Aus Gleichung (2.3) folgt zunéchst:
x = A(l-pz)+ B(l - ax)
= A—-ABx+ B — aBx
= A+ B-— (AB+ Ba)x

Durch Koeffizientenvergleich ergeben sich die Bedingungen A+ B = 0 und A+ Ba = —1.
Folglich muss A(8 — a) = —1 gelten. Durch Einsetzen der konkreten Werte fiir o und

erhalten wir:
1-— 1
A ( V5 1+ \/5> -

2 2

Damit finden wir fiir die Parameter A und B die Werte

1 1
A=—, B=-—.
V5 V5

Die erzeugende Funktion F'(x) ist somit durch folgende Potenzreihe ausdriickbar:

R )

() - 4099

Da wir die fiir F'(x) angesetzte Potenzreihe nur algebraisch dquivalent umgeformt haben,
koénnen wir einen Koeffizientenvergleich durchfithren und erhalten als Ergebnis fiir die n-te

Fibonacci-Zahl: n n
po_ L (1t VEY 1 [1-45
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2.4 Hohere Rekursionsgleichungen

Die Methode der erzeugenden Funktion kann auch auf nichtlineare Rekursionsgleichungen
angewendet werden. Dies fithrt unter Umstdnden zu sehr komplizierten Berechnungen,
die héufig zu keinen geschlossen darstellbaren Ergebnissen fithren. Wir wollen an einem
Beispiel aus der Kombinatorik hohere Rekursionsgleichungen diskutieren.

Catalanzahlen. Wir betrachten das Problem, die Anzahl korrekt geklammerter Zei-
chenkette zu zdhlen. Eine Zeichenkette ist korrekt geklammert, wenn es fiir jede 6ffnende
Klammer eine schlieBende existiert. Beispielsweise sind (()) und ()(()) korrekt geklammert;
(0)))() ist dagegen nicht korrekt geklammert. Formal: Ein Wort = 21 ...z, € {(,)}* heifit
legaler Klammerausdruck, falls gilt:

i) Hill<i<nundz;,=(}={i|l<i<nundax; =)}
i) {i|l1<i<junda;=(}>{i|l<i<junda; =)} firalleje{l,...,n—1}
Klarerweise miissen legale Klammerausdriicke stets eine gerade Lé&nge besitzen. Die n-

te Catalanzahl C,, ist definiert als die Anzahl legaler Klammerausdriicke mit genau n
offnenden Klammern; Cy =gef 1.

Beispiele:

1. C1 =1, denn () ist einziger legaler Klammerausdruck mit einer 6ffnenden
Klammer.

2. Cy = 2, denn ()() und (()) sind die einzigen legalen Klammerausdriicke
mit zwei 6ffnenden Klammer.

3. €y = 5, denn ()00, (0)0. 0(0), (0()) und ((())) sind die cinzigen legalen
Klammerausdriicke mit drei 6ffnenden Klammer.

Catalanzahlen kéonnen geméfl folgender Rekursion bestimmt werden.

Lemma 2.7 Fir allen € Ny gilt

Cn = Z Ck—l : Cn—k~
k=1

Beweis: (kombinatorisch) Es sei A, ) die Menge legaler Klammerausdriicke, bei denen
die erste 6ffnende Klammer an der Position 2k geschlossen wird, d.h., Worter der Form

(v [ w ]

1 2k 2n
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Das Wort v enthélt k& — 1 6ffnende Klammern, w enthélt n — k 6ffnende Klammern. Somit

folgt |Ap k| = Cr—1 - Cri—i. Wegen Ay, N Ay = 0 fiir k # K gilt

U An,k = Z |An,k| = chr—l Ok
k=1 k=1 k=1

Damit ist das Lemma bewiesen.

Cy =

Theorem 2.8 Fiir allen € N gilt

1 2n
C pu—
" n+1 ( n )
Beweis: Wir verwenden die Methode der erzeugenden Funktion.

1. Aufstellen der erzeugenden Funktion als Potenzreihe: Wir definieren C'(z) als
C(x) =def Z Cy - a"
n=0

2. Anwendung der Rekursionsgleichung: Mit Hilfe von Lemma 2.7 erhalten wir

Cle)=1+) Cp-a" =1+ (ch_l.cn_k> z"
n=1 n=1 \k=1

3. Umformen der rechten Seite nach der erzeugenden Funktion: Wir rechnen weiter aus

Clz) = 1+ (ch_1~cn_k> "
n=1 \k=1

n=1 \k=0
[ee] n—1
= 14z Z(ch Cn—l—k) " 1
n=1 \k=0
= 1+4+x i(i(}’k an>{l?n
n=0 \k=0
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4. Aufiosen nach der erzeugenden Funktion: Es gilt also 0 = x - C(2)? — C(x) + 1 bzw.

Somit folgt 'C’(m) - 2i - 7”2_4"’3, d.h
X X
1+ 4z
Cla) = —5 1

2x

Wegen C(0) = Cp = 1 entfillt die Losung fiir + und die erzeugende Funktion ist:

1—+v1-—-4
C(z) = R
2z
5. Ersetzen der neuen rechten Seite durch eine Potenzreihe (TAYLOR-Reihe): Um C(z) in
eine Potenzreihe zu entwickeln, betrachten wir zunéchst die Funktion f(z) =ger V1 — 2.
Fiir n > 1 gilt:
1 Y 2k—1 s
(M) = . (1= )kt
1) = 5 [T 2t (1= o) (2.4

k=1

Gleichung (2.4) beweisen wir mittels vollstdndiger Induktion iiber n:

!/
e Induktionsanfang: Fiir n = 1 gilt f'(z2) = ((1 - z)%> =—1-(1- z)fé.

o [nduktionsschritt: Fiir n > 1 gilt mit Hilfe der Induktionsvoraussetzung

™) = (1)

k=1
n—2
1 2k — 1 1 1)1
= -3 5 (—(n—1)+§) (1= 2)" (D=1 ()
k=1
2n—1
2
n—1
1 2k — 1 o
= _i'H 5 (1—2z)""F2
k=1

Damit ist die Gleichung (2.4) gezeigt und wir erhalten fiir f(z) die folgende TAYLOR-Reihe:

X £(n)
s = L0
n=0
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|
o n'
[e'e) n—1
1\ 1 2k—-1
= ”Z(‘ﬁ)m =5
n=1 k=1
1 — 1 ok —1
— 1__ H 'n+1
|
2 nzo(n—i-l) P 2

|- iTTr - 1_<1_4_°’”.i( ! .ﬁ%‘lw.xn)

Mithin erhalten wir fiir die erzeugende Funktion C(z):

o0 n

(J(x):z(n%)!.n(%—l).x”

n=0 k=1

6. Koeffizientenvergleich: Aus der Potenzreihendarstellung von C(z) gewinnen fiir n € N:

2" =
Cn = Tk -1)

(n+1)! P

on 2:4-6- - -(2n)
135 -+ -(2n—1) -

ey 120 Cn =1 s )
ik (2n)!

(n+1)! 27.nl

1 2n
n+1\n

Damit ist das Theorem bewiesen.

Version 7.17

Fassung vom 19. Juli 2018



42 Kapitel 2. Rekursionen

Skriptum zu Diskrete Strukturen



Graphentheorie

Graphen sind kombinatorische Strukturen zur Beschreibung bin&rer Relationen. Binére
Relationen sind entweder symmetrisch oder nicht symmetrisch. Dementsprechend gibt es
unterschiedliche Typen von Graphen.

3.1 Gerichtete und ungerichtete Graphen

Wir beginnen zunéchst mit dem Studium ungerichteter Graphen, da sich viele Sachverhalte
fiir diese einfacher beschreiben lassen. Eine Erweiterung auf den Fall gerichteter Graphen
ist meist leicht moglich und nur fallweise erklarungsbediirftig.

Definition 3.1 Ein Graph G ist ein Paar (V, E), wobei V eine endliche, nichtleere Men-
gen von Knoten (oder Ecken) ist und E eine Teilmenge aller zweielementigen Teilmengen
von V ist:

ECPy(V) =qet { {z,y} |,y VAT #y }

Die Elemente von E heiffen Kanten.

Ein Graph G = (V, E) kann wie folgt visualisiert werden:

e Die Knotenmenge V = {v1,...,v,} wird durch eine Menge von Punkten in der
Ebene dargestellt.

e Fiir eine Kante e = {v;, v} € FE verbinden wir v; und vy mit einer Linie.
Beispiel: Der Graph G = (V, E) mit Knotenmenge V = {1,2,3,4,5,6,7} und

Kantemenge E = { {1,2},{1,4},{2,5},{3,4},{5,7} } kann auf die beiden
folgenden Arten dargestellt werden:
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Wir unterscheiden zwischen markierten und unmarkierten Graphen. Bei einem markierten
Graphen spielen die Namen der Knoten eine Rolle, wobei wir den jeweiligen Namen direkt
neben den Knoten schreiben. Bei unmarkierten Graphen lassen wir die Knotennamen weg.

Definition 3.2 Fs seien G = (V,E) und G' = (V', E') Graphen. G heifit isomorph zu
G’, symbolisch: G ~ G', wenn es eine bijektive Funktion ¢ : V — V' gibt mit
{uv} € B = {p(u),p(v)} € F'
fiir alle uw,v € V. Die Funktion ¢ heiffit (Graph-)Isomorphismus.
Anschaulich sind zwei Graphen genau dann isomorph sind, wenn sie mit dem gleichen

Bild (ohne Knotennamen) gezeichnet werden konnen. Mit unmarkierten Graphen sind
also gleichzeitig alle isomorphen Graphen mitgemeint.

Beispiel: Wir betrachten die beiden Graphen G = ([4], E) und G’ = ([4], E')
mit derselben Knotenmenge [4] = {1,2,3,4} und den Kantenmengen

E —def { {17 2}7 {17 3}7 {27 3}7 {27 4} }7 E' —def { {17 4}7 {27 3}7 {27 4}7 {37 4} }
Bei gleicher Positionierung der Knoten ergeben sich die folgenden Abbildungen:

1 2 1 2

4 3 4 3
G G

Wie nun leicht einzusehen ist, definiert die bijektive Funktion ¢ : [4] — [4] mit
0: 132 254, 353, 4 1

einen Isomorphismus von G nach G’. Fiir die 6 moglichen Kanten von G gilt:

{1,2} e E {p(1),0(2)} ={2,4} € E/
{1,3} e E {p(1),0(3)} ={2,3} € £/
{L4} ¢ E {v

{2,3} € E {p 3)} ={3,4} e F
{2,4Y € E {0(2), (1)} ={1,4} € F'
{34} ¢ E {p(3),p(4)} = {13} ¢ E

Mithin gilt {u,v} € E < {p(u),p(v)} € E', also G ~ G’ (via ¢).

)
)
9} ={12} ¢
)
)
)

Wenn in G’ jedoch eine Kante entfernt wird, dann sind die beiden Graphen
klarerweise nicht mehr isomorph.
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Wir erwédhnen einige wichtige Typen unmarkierter Graphen.

1. K™ bezeichnet einen wollstindigen Graphen mit n Knoten, d.h., alle Knoten sind
miteinander verbunden. Der K° kann beispielsweise wie folgt dargestellt werden:

KS

2. C), bezeichnet einen Kreis mit n Knoten, die jeweils zyklisch verbunden sind. Der
Cs kann beispielsweise wie folgt dargestellt werden:

Cs

Knoten- und die Kantenmenge des C,, kénnen wie folgt definiert werden:
V=gt {0,1,...,n—1}, FE =g { {i,7} | mod(i+1,n)=j}

3. P, bezeichnet einen Pfad mit n + 1 Knoten und n Kanten, die aufeinander folgende
Knoten verbinden. Der P, kann beispielsweise wie folgt dargestellt werden:

—eo—0o—0o—9o Py

Knoten- und die Kantenmenge des P,, konnen wie folgt definiert werden:
V:def{ovla"~7n}7 E:def{{,L?J}HZ_j‘:l}

4. M, m, bezeichnet einen Gittergraph mit n Zeilen und m Spalten, bei dem die Knoten
jeweils zeilen- und spaltenweise verbunden sind. Der M, 5 kann beispielsweise wie
folgt dargestellt werden:

]W44’5

Knoten- und die Kantenmenge des M, ,,, kénnen wie folgt definiert werden:

|4 =def {17"'777’} X {17"'7m}7 E —def { {(iaj)v(ilaj/)} | |Z _i/| + |] _j,| =1 }
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5. Qq bezeichnet den d-dimensionalen Hyperwiirfel mit der Knotenmenge {0,1}¢ und
Kanten zwischen Knoten, die sich in genau einer Komponente unterscheiden, d.h.,

|4 —def {071}d7 E —def { {(/Lla 7/id)7(j17"'7jd)} | Zgzl |/LT _jr| =1 }

Q1, Q2 und Q3 konnen beispielsweise wie folgt dargestellt werden:

Q1 Qo2 Q3

Bemerkung: In verschiedenen Anwendungen werden manchmal noch zuitzliche Kanten
betrachtet:

e Schleifen: Kanten, die Knoten v mit sich selbst verbinden

e Mehrfachkanten: Knoten v und v kénnen durch mehr als eine Kante verbunden sein.

Wir betrachten ausschliellich schlichte, einfache Graphen, d.h. Graphen ohne Schleifen
und Mehrfachkanten.

Ein wichtiges Unterscheidungskriterium fiir Knoten in einem Graphen ist ihre Nachbar-
schaft. Es seien G = (V, E) ein Graph, u,v € V Knoten und e, f € F Kanten.

e Die Knoten v und v heiflen adjazent (oder benachbart), falls {u,v} € E gilt.
e Der Knoten uw und die Kante e heiflen inzident, falls u € e gilt.

e Die Kanten e und f heien inzident, falls e N f # 0 gilt.

Definition 3.3 Es seien G = (V, E) ein Graph und v € V' ein Knoten.
1. Die Nachbarschaft Ng(v) von v in G ist definiert als
Ng(v) =gt { ueV | {v,u} € E }.
2. Der Grad dg(v) von v in G ist definiert als

dg(v) =qef |[Ng(v)|.

Der Grad eines Knoten v entspricht ebenso der Anzahl der mit v inzidenten Kanten. Wenn
der Graph G im Kontext klar ist, so lassen wir den Index G sowohl bei der Nachbarschaft
als auch beim Grad weg.

Beispiele:

1. Fiir alle Knoten v im K" gilt d(v) =n — 1.
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2. Fir alle Knoten v im C,, gilt d(v) = 2.
3. Fiir alle Knoten v im Qg gilt d(v) = d.

Ein Graph G = (V, E) heiit k-regulir, falls d(v) = k fiir alle v € V' gilt; G heifit reguldr,
falls G k-regulér fiir irgendein k£ € N ist. K", C,, und Q)4 sind jeweils reguléire Graphen.

Proposition 3.4 Fir jeden Graphen G = (V, E) gilt

Y da(v) =2-|E|.

veV

Beweis: (Doppeltes Abzihlen) Es sei e = {u,v} € E eine Kante. Wie oft trigt e zu beiden
Seiten der Gleichung bei?

e Linke Seite: Fiir beide Endknoten » und v tragt e jeweils 1 zum Grad bei, d.h., e
wird zweimal gezéhlt.

o Rechte Seite: e wird zweimal gezdhlt.

Somit wird e auf beiden Seite gleich oft gezéhlt und die Proposition ist bewiesen. [ |

Korollar 3.5 Fir jeden Graphen G = (V| E) ist die Anzahl der Knoten mit ungeradem
Grad gerade.

Beweis: Es sei V; =q¢f { v € V | mod(d(v),2) =i }, d.h., Vp enthélt die Knoten mit
geradem Grad, V; die mit ungeradem Grad. Es gilt V = V5 UV} und V5 NV, = 0. Somit
gilt mit Proposition 3.4:

2-1E[ =) dv)=Y dv) + > dv)

veV veVp veVy

Damit die rechte Summe gerade wird, muss also |V;| gerade sein und das Korollar ist
bewiesen. [ ]

Der Knotengrad ist eine lokale Eigenschaft fiir einen Knoten. Die zugehorigen globalen
Graphenparameter sind in folgender Definition zusammengefasst.

Definition 3.6 Es sei G = (V, E) ein ungerichteter Graph, |V| = n.
1. A(G) =qef max { dg(v) | v € V} heifit Maximalgrad von G.
2. 6(G) =qef min { dg(v) | v € V'} heifft Minimalgrad von G.

3. d(G) =qet % > vey da(v) heift Durchschnittgrad von G.
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Nach Proposition 3.4 gilt d(G) = 2|E|/|V|.

Proposition 3.7 Fir jeden Graphen G = (V,E) mit |V| =n gilt

0<6(G) <d(G) <A(G)<n—1.

Definition 3.8 Es sei G = (Vig, Eg) ein Graph.

1. Ein Graph H = (Vy, Ef) heifst Teilgraph von G, symbolisch: H C G, falls Vi C Vg
und Eg C Eg gilt.

2. Ein Graph H = (Vi, Efr) heifit induzierter Teilgraph von G, symbolisch: H = G[Vy],
falls Vg C Vg und Eg = Eg N Pa(Vy).

Ein induzierter Teilgraph G[Vy| von G ist ein kantenmaximaler Teilgraph von G mit dieser
Knotenmenge, d.h., alle Kanten aus G, fiir die beide Endknoten in Vj liegen, gehoren zu
G[VH].

Beispiel: Fiir den Graphen G = (V| E) mit Knotenmenge V' = {0,1,2,3,4}
0 [ ] 3
2
1 4

zeigt (a) einen Teilgraphen von G, (b) einen induzierten Teilgraphen von G und
) den durch die Knotenmenge {0, 1, 3,4} induzierten Teilgraph G[{0, 1,3, 4}]:

ML~ ]

Abschlieflend fiir diesen Abschnitt nehmen wir noch einige begriffliche Anpassungen fiir
gerichtete Graphen vor.

(©)

Definition 3.9 Ein gerichteter Graph G ist ein Paar G = (V, E) mit endlicher, nichtlee-
rer Knotenmenge V und Kantenmenge

ECVxV={(uv) |uveV }

Fiir eine Kante e = (u,v) € E heif$t u der Startknoten und v der Endknoten.
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In der graphischen Reprisentierung einer gerichteten Kante (u,v) wird die Orientierung
von u nach v durch v — v wiedergegeben.

Knotengrade fallen in einem gerichteten Graph G' = (V, E) auseinander nach eingehenden
oder ausgehenden Kanten:

o df(v) =qet [{ u €V | (v,u) € E }| ist der Ausgangsgrad von v in G
o do(v) =aqer [{ u €V | (u,v) € E }| ist der Fingangsgrad von v in G

o di(v) =gef dg(v) + dg(v) ist der Grad von v in G

Ein Knoten v mit dj(v) = 0 heifit Senke. Ein Knoten v mit dg(v) = 0 heifit Quelle.

Beispiel: In folgendem gerichteten Graphen

4
0

5

sind der Knoten 0 eine Senke und der Knoten 1 eine Quelle. Somit sind der
minimale Ausgangsgrad §*(G) = 0 und der minimale Eingangsgrad 6~ (G) = 0.
Der maximale Ausgangsgrad A™(G) betriigt 2. Ebenso gilt fiir den maximalen
Eingangsgrad A~ (G) = 2. Der maximale Grad A(G) ist 4 und der minimale
Grad 6(G) = 2.

3.2 Wege in Graphen

Definition 3.10 Es sei G = (V, E) ein Graph.
1. Ein Weg (oder Kantenzug) der Léinge k in G ist eine Folge
W =gef (vo,e1,v1,€2,02,---,Vk_1, €k, Vk)

mit vo,...,vp €V, e1,...,ex € E sowie e; = {v;_1,v;} fir allei € {1,...,k}. Der
Knoten vy heifst Anfangsknoten von W; der Knoten vy, heifit Endknoten von W ; die
anderen Knoten heiffen innere Knoten. Fine Weg mit u als Anfangsknoten und v als
Endknoten heifit (u,v)-Weg.

2. Ein Pfad in G ist ein knotendisjunkter Weg in G, d.h., alle Knoten auf dem Weg
sind paarweise verschieden.

3. Bin Kreis in G ist ein Weg mit gleichem Anfangs- und Endknoten.

4. Fin einfacher Kreis in G ist ein Kreis der Ldange k > 3, bei dem alle inneren Knoten
paarweise verschieden und verschieden zum Anfangs- und Endknoten sind.
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Wenn uns die Kanten nicht interessieren, dann lassen wir der Beschreibung eines Weges
(vo, €1,v1,€2,V2,...,Vk_1, €, V) die Kanten eq,..., e, weg und sprechen stattdessen vom
Weg (vg,v1,...,v). Dabei gilt jedoch nach wie vor {v;_1,v;} € E fiir alle i € {1,...,k}.

Beispiel: In folgendem Graphen G = (V, E) m1t vV ={0,1,.

>

sind (0, 1,2), (0,2,3,4,2,1), (5,6,5,7) Wege derLangenQ 5 und 3; nur (0,1, 2)
ist ein Pfad. D1e Folge (2, 3, 4, 5,6) ist kein Weg. Die Folge (0) ist ein Weg der
Lénge 0. Weiterhin sind (0, 1,2,0) und (6,8,7,5,6) einfache Kreise der Léngen
3 und 4; der (0,0)-Weg (0,2,3,4,2,1,0) ist ein Kreis, aber kein einfacher Kreis.

Proposition 3.11 Es seien G = (V, E) ein Graph und u,v € V. Knoten.

1. Gibt es einen (u,v)-Weg in G, so gibt es einen (u,v)-Pfad in G.

2. Liegt die Kante {u,v} auf einem kante,undisjunkten Kreis in G, so liegt {u,v} auf
einem einfachen Kreis in G.

Beweis: Ubungsaufgabe. [ |

3.2.1 Anzahl der Wege in Graphen
Es sei G = (V, E) ein ungerichteter Graph, u,v € V' seien Knoten.

o Wi(G)y,n bezeichne die Anzahl der (u,v)-Wege der Lénge k in G,
e Wi(G), bezeichne die Anzahl der Wege der Linge k in G, mit u als Anfangsknoten,

e Wi (G) bezeichne die Anzahl der Wege der Linge k in G.

Es gelten folgende Zusammenhénge:

veV ueV ueV veV

Beispiele: Folgende Beispiele verdeutlichen die Definitionen:

1. Fiir einen beliebigen ungerichteten Graph G = (V, E = gilt

Wo(G) = V=) da(v)°

veV
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Wi(G) = 2(E| =) dc(v)",

veV

Wa(G) = D Wi(G)y Wi(G)y = Y da(v).

veV veV

Fiir k = 3 gilt die entsprechende Formel W3(G) = >, oy de(v)? im All-
gemeinen nicht mehr.

2. In einem r-reguldren Graphen G = (V, E) mit |V| = n gilt

Eine einfache Formel fiir Wy (G),,, ist hingegen nicht immer moglich.

Proposition 3.12 Fir jeden Graphen G = (V, E) mit |V| =n gilt
(G <Wi(G)u < AG)F,  n-6(G)F <Wi(G) <n-AG)
furw eV, k € N. Fir requlire Graphen gilt Gleichheit.
Es sei G = (V, E) ein Graph mit V' = [n] (ohne Beeintrichtigung der Allgemeinheit). Wir

definieren die Adjazenzmatriz A(G) € {0,1}"*" mit den Eintrégen a;; = (A(G));; fiir
i,7 €{1,...,n} wie folgt:

1 falls {i,j} € £
Gij Tdef \ g gonst

Fiir ungerichtete Graphen G ist die Adjazenzmatrix symmetrisch, d.h. 4;; = A;;, und auf
der Diagonale stehen nur Nullen, d.h. 4;; = 0.

Wir verwenden Matrizenmultiplikation: Fiir Matrizen A, B € R™*" definieren wir wie
iiblich

(A- B)ij =qet Zaikzbkzj
=1

fir 7,5 € {1,...,n}. Fir Matrizen A, B,C € R"*" gilt:

e (A-B)-C=A-(B-C) (d.h., Matrizenmultiplikation ist assoziativ)
o A-I=1-A= A fur die Einheitsmatrix I (d.h., I;j =ger 1 und I;; =qer 0 fiir ¢ # j)

e A-B# B-A (im Allgemeinen)

Fiir k € N definieren wir die k-te Potenz von A induktiv wie folgt:

AY =get 1, AF =gof A - AR fiir k >0
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Lemma 3.13 Es sei G = (V,E) ein Graph, V = [n]. Es A = A(G) € {0,1}"*" die
Adjazenzmatriz von G. Fir alle k € N und fir alle i,j € V gilt

Wi(G)ij = (A%)sj.

Beweis: (Induktion) Wir fithren den Beweis mittels vollstdndiger Induktion iiber k:
e Induktionsanfang k = 0: Fiir i # j gilt Wo(G);; = 0 = I;; = (AY);;. Weiterhin gilt
Wo(G)ii =1 = I; = (A%

o Induktionsschritt k > 0: Es sei B =gof AF~1. Dann gilt A* = A - B. Aufierdem
gilt nach Induktionsvoraussetzung b;; = Wj_1(G);; fur alle 4,5 € {1,...,n}. Somit
erhalten wir:

n
= ) Wea(G = > be] > aibe; = (A- B)ij = (A");
LeNG(i) LeNG (i =1
Damit ist das Lemma bewiesen. [

Korollar 3.14 Es sei A = A(G) die Adjzenzmatriz von G = (V, E), V = [n]. Dann gilt:
1. (A?);; = dg(i) fir allei € {1,...,n}

2. (A3)y = 2-triadg (i) fir alle i € {1,...,n}, wobei triadg (i) die Anzahl der Dreiecke
K3 ist, die i enthalten.

Beispiel: Fiir den Graphen G = ([4], E) und die Adjazenmatrix A(G)

1 2
4 3
erhalten wir als Adjazenzmatrix
01 01
1011
A(G) = 0100
1100
Fiir £ = 2 ergibt sich:
01 0 1 01 01 2 1 1 1
A2 1 011 1011 |_| 1301
01 00 0100 1011
1 100 1 100 111 2
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Damit erhalten wir die Knotengrade 2,3, 1,2 fiir die Knoten 1,2, 3, 4.
Fiir £ = 3 ergibt sich nun:

AP =

=

1
0
1
1

_ o = O

1
0
1
1

_ o W
N — = =
oo~ O
O O = =
W = RN
=W N
— O W
N = o W

Das einzige Dreieck im Graphen bilden die Knoten 1,2,4. Dies entspricht
gemif obiger Formel genau den Eintrégen 2,2, 0,2 auf der Diagonale.

3.2.2 Distanzen in Graphen

Definition 3.15 Es sei G = (V, E) ein Graph. Fir Knoten u,v € V ist der Abstand
(oder die Distanz) distg(u,v) definiert als die kiirzeste Linge eines (u,v)-Weges, d.h.

distg(u, v) =gt min { k € N | es gibt einen (u,v)-Weg der Léinge k },

wobei distg(u, v) =gef 00, falls kein (u,v)-Weg in G existiert.

Offenbar ist ein kiirzester (u,v)-Weg stets ein Pfad. Im Allgemeinen muss ein kiirzester
(u,v)-Weg nicht eindeutig sein.

Beispiel: Fiir die Knoten « und v im M3 4 gilt distg(u,v) = 5.

v

u

Angegeben sind mindestens zwei der kiirzesten Wege.

Proposition 3.16 Es sei G = (V, E) ein ungerichteter Graph. Fir die u,v,w € V gilt:

1. distg(v,v) > 0 und distg(u,v) =0 = u="v (positive Definitheit)
2. distg(u,v) = distg (v, u) (Symmetrie)
3. distg(u,v) < distg(u, w) + distg(w, v) (Dreiecksungleichung)
4. distg(u,v) = distg(u, w) + distg(w, v), falls w auf einem kiirzesten (u,v)-Weg liegt

Mit anderen Worten: distg ist eine Metrik auf der Knotenmenge V' von G = (V, E).
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Beweis: Wir bewiesen die Aussagen einzeln fiir beliebige Knoten u, v, w € V eines unge-
richteten Graphen G = (V, E):

1. Klar.

2. Klar (G ist ungerichtet).

3. Es seien W,, = (u,...,w) und W, = (w,...,v) kiirzeste (u,w)- bzw. (w,v)-Wege.
Dann gibt es auch den (u,v)-Weg W = (u,...,w,...,v) in G. Die Linge von W ist
gerade distg(u, w) + distg(w, v). Folglich gilt

distg(u, w) + distg(w, v) > distg(u, v).

4. Der Knoten w liege auf einem kiirzesten (u,v)-Weg W der Linge k = distg(u,v)
in G, W = (vo,...,vp,...,v) mit v9 = u, vy, = w und vy = v. Dann gilt sowohl
distg(u, w) < £ als auch distg(w,v) < k — ¢. Mithin erhalten wir
distg(u, w) + distg(w,v) <L+ k — € =k = distg(u, v) < distg(u,w) + distg(w, v);

letzteres mit der Dreiecksungleichung. Somit gilt

distg(u, w) + distg(w, v) = distg (u, v).

Damit ist die Proposition bewiesen. [ |

Definition 3.17 Es sei G = (V, E) ein Graph.

1. Der Durchmesser diam(G) von G ist der ldngste kiirzeste Weg zwischen zwei Knoten
u,v €V, d.h.
diam(G) =g¢f max { distg(u,v) | u,v €V }

2. Ein Knoten u € V' heifst (Abstands-)zentral in G, falls fiir alle Knoten v € V' gilt:
max { distg(u,w) | w € V' } <max { distg(v,w) |weV }
Der Radius rad(G) ist der mazimale Abstand eines zentralen Knotens zu einem
anderen Knoten, also gerade die linke Seite der Ungleichung.

Wie zu erwarten, gilt stets rad(G) < diam(G) < 2 - rad(G).

Beispiel:

1. Es gilt diam(Cy,) = n,diam(Coy4+1) = n.
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2. Es gilt rad(M34) = 3 mit den zentralen Knoten:

Proposition 3.18 Enthilt G = (V, E) einen einfachen Kreis, so gilt
9(G) < 2-diam(G) + 1,

wobei g(G) die Taillenweite von G ist, d.h., g(G) ist die minimale Léinge eines einfachen
Kreises in G.

Beweis: Ubungsaufgabe. [ |

3.2.3 Zusammenhang in Graphen

Definition 3.19 Es seien G = (V, E) ein Graph und C C G ein induzierter Teilgraph.

1. G heifit zusammenh#ngend, falls fir jedes Paar von Knoten u,v € V' ein (u,v)-Pfad
in G existiert.

2. C heifst Zusammenhangskomponente von G, falls C' zusammenhdngend und ein kno-
tenmazimaler induzierter Teilgraph mit dieser Figenschaft ist.

Jeder Knoten v eines Graphen G = (V, E) liegt in einer Zusammenhangskomponente, denn
der induzierte Teilgraph G[{v}] ist beispielsweise zusammenhéngend. Auflerdem sind zwei
Zusammenhangskomponenten entweder identisch oder knotendisjunkt. Somit ldsst sich
die Knotenmenge als disjunkte Vereinigung von Komponenten Vi, ..., Vp schreiben. Es ist
iiblich, sowohl V; als auch den induzierten Teilgraph G[V}] als Zusammenhangskomponente
zu bezeichnen.

Beispiel: Der schon bekannte Graph G = (V, E)

D <> |

besteht aus den Teilgraphen G[{0,1,2,3,4}|, G[{5,6,7,8}] und G[{9, A}] und
den zugehorigen Komponenten.

Theorem 3.20 Jeder Graph G = (V, E) enthdilt mindestens |V | — |E| Zusammenhangs-
komponenten.

Version 7.17 Fassung vom 19. Juli 2018



56 Kapitel 3. Graphentheorie

Beweis: (Volistindige Induktion) Wir beweisen den Satz mittels Induktion iiber m = |E)|.

o [nduktionsanfang: Es sei m = 0. Somit bildet jeder Knoten eine eigene Zusammen-
hangskomponente. Mithin enthéilt G genau |V| = |V|—0 = |V| — |E| Komponenten.

e Induktionsschritt: Es sei m > 0. Somit gibt es eine Kante e € E. Wir wihlen eine
feste Kante e € E und betrachten den Graph G’ = (V,E') mit E' =4 E \ {e}.
Es gilt |E’'| = m — 1 und wir kénnen die Induktionsvoraussetzung anwenden. Damit
enthélt G’ mindestens

VI-|E=V]=(m-1)=[V]-m+1
Komponenten. Beim Einfiigen von e in G’ kénnen zwei Fille auftreten:

1. Beide Endknoten von e liegen in einer Zusammenhangskomponente von G’.
Dann sind die Anzahlen der Komponenten in G und G’gleich.

2. Die Endknoten von e liegen in verschiedenen Zusammenhangskomponenten von
G’. Damit ist die Anzahl der Komponenten von G um genau 1 kleiner als die
Anzahl der Komponenten von G’.

Insgesamt enthilt G somit mindestens

(Anzahl der Komponenten von G') — 1
=(VI=m+1) -1=|V[-m=|V|-|E|

Komponenten.

Damit ist das Theorem bewiesen. [

Korollar 3.21 Fir jeden zusammenhdngenden Graph G = (V, E) gilt |[E| > |V| — 1.

Beweis: Ein zusammenhéngender Graph besteht aus genau einer Zusammenhangskom-
ponente. Nach Theorem 3.20 gilt somit 1 > |V| — |E|. Durch Umstellung der Ungleichung
nach |E| ergibt sich das Korollar. ]

Definition 3.22 Es sei G = (V, E) ein gerichteter Graph, C C V.

1. G heifit (schwach) zusammenhéngend, falls der zu Grunde liegende ungerichtete
Graph G = (V,{ {u,v} | (u,v) € E }) zusammenhdngend ist.

2. G heiff stark zusammenhéngend, falls fir alle Knoten u,v € V' jeweils ein (u,v)- Weg
und ein (v,u)-Weg in G ezistiert.

3. C heifst starke (Zusammenhangs)Komponente von G, falls G[C] stark zusammen-
hingend und knotenmazimal mit dieser Eigenschaft ist.
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3.2.4 Mehrfacher Zusammenhang in Graphen*

Wir fithren Parameter ein, um den Zusammenhang in einem Graphen zu quantifizieren.

Definition 3.23 Es sei G = (V, E) ein Graph, k,{ € N.

1. G heifit k-zusammenhéngend (oder k-fach zusammenhéngend ), falls |V| > k und fiir
jede Knotenmenge X CV mit | X| < k der Graph G|V \ X| zusammenhingend ist.
Der (Knoten)Zusammenhang x(G) von G ist definiert als

K(G) =qef max { k | G ist k-zusammenhingend }.

2. G heifit (-kantenzusammenhéngend (oder (-fach kantenzusammenhéngend), falls
V| > 1 und fiir jede Kantenmenge X C E mit |X| < ¢ der Graph (V,E \ X)
zusammenhdingend ist. Der Kantenzusammenhang A(G) von G ist definiert als

MG) =qef max { £ | G ist {-kantenzusammenhdngend }.

Natiirlich ist jeder k-zusammenhéngende Graph (k — 1)-zusammenhéngend fiir £ > 0 und
jeder ¢-kantenzusammenhéngende Graph auch (¢ — 1)-kantenzusammenhéngend fiir £ > 1.

Beispiele: Wir verdeutlichen die Begriffsbildungen:

1. Jeder nichtleere Graph ist 0-zusammenhéngend.

2. Jeder zusammenhéngende Graph (mit mindestens einer Kante) ist 1-
zusammenhéngend.

K(K™) = ANK")=n—1.
4. Ist G nicht zusammenhéngend, so gilt k(G) = A(G) = 0.
5. Fiir die folgenden Graphen G und H

G H

gilt K(G) = AN(G) =4 und k(H) =2,\(H) = 4.

Proposition 3.24 Fir Graphen G = (V, E) mit |[V| > 2 gilt k(G) < A(G) < §(G).

Version 7.17 Fassung vom 19. Juli 2018



58 Kapitel 3. Graphentheorie

Beweis: Fiir A\(G) < §(G) betrachten wir einen Knoten v € V' mit dg(v) = §(G) = L.
Sind e, ...,ep die mit v inzidenten Kanten, so ist der Graph (V| E \ {e1,...,es}) nicht
zusammenhéingend. Somit gilt A\(G) < £ = 6(G).

Fir k(G) < A(G) sei X C E mit |X| = A(G), sodass (V, E \ X) nicht zusammenhéngend
ist. Wir fithren eine Fallunterscheidung:

1. Es gibt einen Knoten v € V, der mit keiner Kante ¢ € X inzident ist, d.h., vNe =10
fiir alle e € X. Es sei C' die Komponente von (V, E \ X), die v enthélt. Es seien
v1,...,0, € C Knoten, die mit Kanten in X inzident sind. Insbesondere gilt r € | X]|,
da es keine Kante e = {z,y} € X mit z,y € C gibt. Dann ist G[V \ {v1,...,v,}]
nicht zusammenhéngend. Somit gilt x(G) < r < A(G).

2. Jeder Knoten v € V ist mit einer Kante e € X inzident. Es sei v € V beliebig, C' sei
die v enthaltende Komponente von (V, E\ X). Fiir alle w € Ng(v) mit {v,w} ¢ X gilt
w € C. Damit gilt dg(v) < |X], da jedes w mit einer Kante aus X inzident ist. Somit
ist G[V \ Ng(v)] nicht zusammenhéngend. Mithin x(G) < dg(v) < | X| = A(G).

Damit ist die Proposition bewiesen. [ |

Fiir Knoten u,v € V von G = (V, E) heifit eine Menge X C V' \ {u, v} ein (u,v)-Trenner
in G, falls v und v in G[V \ X] zu verschiedenen Zusammenhangskomponenten gehoren.
Insbesondere gibt es dann also keinen (u,v)-Weg in G[V'\ X]. Es sei kg (u, v) die minimale
Kardinalitit eines (u,v)-Trenners in G. Zwei (u,v)-Pfade heiflen (knoten)disjunkt, falls
sie keine gemeinsamen inneren Knoten enthalten. Es sei ug(u,v) die maximale Anzahl
paarweise disjunkter (u,v)-Pfade in G. Es gilt: pg(u,v) < kg(u,v) fur {u,v} ¢ E.

Theorem 3.25 (Menger — lokale Version) Es sei G = (V, E) ein Graph. Fir unter-
schiedliche Knoten u,v € V- mit {u,v} ¢ E gilt kg(u,v) = pg(u,v).

Beweis: Wir beweisen die Aussage mittels Induktion iiber die Anzahl m = | E| der Kanten
von G.

o Induktionsanfang m = 0: Es sei G ein leerer Graph. Dann liegen v und v in verschie-
denen Komponenten. Damit ist () ein (u,v)-Trenner und es gibt keinen (u,v)-Pfad
in G. Mithin gilt kg(u,v) = pa(u,v) = 0.

o Induktionsschritt m > 0: Es sei G = (V, E) ein Graph mit |E| = m Kanten. Wir
fithren eine Fallunterscheidung an Hand der Lénge induzierter (u, v)-Pfade. Ein Pfad
P = (vg,v1,...,v,) der Liange r in G heifit induziert in G, falls G[{vp,v1,...,v,}]
ein Pfad ist. Induzierte Pfade erlauben keine Abkiirzungen im Graphen.

induzierter Pfad kein induzierter Pfad
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Wir unterscheiden zwei Falle:

1. Alle induzierten (u,v)-Pfade haben die Linge < 2 (siehe die Abbildung oben).
Wegen {u,v} ¢ E haben alle induzierten (u,v)-Pfade genau die Lénge 2. Wir
definieren

X =get { w € V| w ist innerer Knoten auf einem induzierten (u,v)-Pfad }.

Dann gilt:

(i) X ist (u,v)-Trenner in G: Dazu sei W ein (u,v)-Pfad in G. Dann gibt es
einen inneren Knoten w auf W, der auf einem induzierten (u, v)-Pfad liegt,

d.h. w € X. Somit gibt es den (u,v)-Pfad W in G[V \ X] nicht.
(ii) Die Pfade (u,w,v) fiir w € X sind paarweise disjunkt.
Damit gilt |X| < pg(u,v) < kg(u,v) < |X|, mithin pg(u,v) = kg(u,v).
2. Es gibt einen induzierten (u, v)-Pfad der Lénge > 3. Essei W = (u,v1,...,v,,v)

ein solcher Pfad, r > 2. Es gilt {u,ve} ¢ E und {vi,v} ¢ E. Wir kontrahieren
die Kante e = {u,v;}. Dabei entsteht der Graph G’ = (V’, E") wie folgt:

V' =qe¢ V\{u,v1}U{z}, wobeiz ¢V
E' =44 E\{f€E|uecfodervief }
U { {z,w} | {v,w} € E oder {v;,w} € E }

Es gilt: |E'| <m, {z,v} ¢ E' und auerdem ug(u,v) = pe (x,v). Nach Induk-
tionsvoraussetzung gibt es einen (z,v)-Trenner X C V' \ {z,v} = V' \ {u, vy, v}
mit | X| = per(x,v). Somit ist X C V' \ {u,v} auch ein (u,v)-Trenner in G.
Damit gilt pg(u,v) = pg(z,v) = |X| > kg(u,v) > pe(u,v) und mithin
pa(u,v) = kg(u,v).

Damit ist das Theorem bewiesen. []

Die globale Version von Theorem 3.25 formulieren wir sowohl fiir den Knoten- als auch
den Kantenzusammenhang.

Theorem 3.26 (Menger — globale Version) Es sei G = (V, E) ein Graph, k,¢ € N.

1. G ist genau dann k-zusammenhdngend, wenn fir alle unterschiedlichen Knoten
u,v € V. mindestens k paarweise disjunkte (u,v)-Pfade in G existieren.

2. G ist genau dann £-kantenzusammenhdngend, wenn fir alle unterschiedlichen Kno-
ten u,v € V- mindestens { paarweise kantendisjunkte (u,v)-Pfade in G ezistieren.
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Beweis: (nur 1. Aussage) Wir zeigen die beiden Richtungen getrennt.

e («<): Gibt es fiir alle Knoten w,v zumindest k paarweise disjunkte (u,v)-Pfade, so
kénnen mit einem beliebigen X C V, |X| < k, in G[V'\ X] nicht alle zerstort werden.
G ist somit k-zusammenh#ngend.

e (=): Essei G = (V, E) ein k-zusammenhéngender Graph, |V| > k. Angenommen es
gibt Knoten u,v € V mit pg(u,v) < k.

1. {u,v} ¢ E: Nach Theorem 3.25 gibt es einen (u,v)-Trenner X mit |X| < k.
Dann liegen v und v in verschiedenen Komponenten von G[V \ X]. Mithin ist
G nicht k-zusammenhéngend. Dies ist ein Widerspruch.

2. {u,v} € E: Wir betrachten den Graphen G’ = (V,E \ { {u,v} }. Dann gilt
per(u,v) = pa(u,v) —1 < k — 2. Nach Theorem 3.25 gibt es einen (u,v)-
Trenner X C V' \ {u,v} mit | X| < k — 2. Wegen |[V| > k gibt es in V einen
Knoten z ¢ X U {u,v}. Dann ist X auch ein (u,z)- oder (v, z)-Trenner in G'.
Wir nehmen an, X wére ein (u, z)-Trenner in G’. Dann ist X U{v} C V' \{u, z}
ein (u,z)-Trenner in G. Wegen |X U {v}| < kK —1 < k ist G dann nicht k-
zusammenhéngend. Dies ist ein Widerspruch.

Somit ist die Annahme falsch und es gibt fiir alle u,v € V mit u # v mindestens k
paarweise disjunkte (u,v)-Pfade in G.

Damit ist das Theorem bewiesen. [

3.3 Klassen von Graphen
3.3.1 Ungerichtete, kreisfreie Graphen: Baume und Walder

Einen Graph nennen wir kreisfrei, wenn er keinen einfachen Kreis enthélt.

Definition 3.27 1. Ein Baum ist ein zusammenhdngender, kreisfreier Graph.
2. Ein Wald ist ein Graph, dessen Zusammenhangskomponenten Bdume sind.

3. Ein Blatt eines Baumes ist ein Knoten v mit d(v) = 1.

Lemma 3.28 Jeder Baum T = (V, E) mit |V| > 2 Knoten enthdlt mindestens zwei Bliit-
ter.

Beweis: Es sei e eine beliebige Kante. Wir laufen von den Endknoten durch den Baum,
bis es keine Kante mehr gibt, iiber die der aktuelle Knoten wieder verlassen werden kann
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(ohne Zuriickgehen). Da T' ein Baum ist, wird kein Knoten doppelt besucht. Somit miissen
Léufe enden und die gefundenen Knoten sind Blétter. Da e zwei Endknoten besitzt, gibt
es mindestens zwei Blatter und das Lemma ist bewiesen. [ |

Lemma 3.29 Es sei T = (V,E) ein Baum mit |V| > 2 und v € V ein Blatt. Dann ist
der Graph T' =4¢¢ T[V \ {v}] ein Baum.

Beweis: Durch Wegnahme von Knoten und Kanten kénnen keine neuen Kreise entstehen;
somit ist 7" kreisfrei, da T kreisfrei ist. Es sei z,y € V'\ {v}. Da T zusammenhéngend ist,
gibt es einen (z,y)-Pfad P in T Fiir jeden Knoten u ¢ {z,y} auf dem Pfad P gilt mithin
d(u) > 2. Somit liegt v nicht auf P. Der Pfad P existiert also auch in 7”. Damit ist 7"
zusammenhéingend und das Lemma ist bewiesen. [ |

Theorem 3.30 Fir jeden Baum T = (V, E) gilt |E| =|V|— 1.

Beweis: (Induktion) Wir fithren einen Beweis mittels vollstdndiger Induktion {iber die
Anzahl n der Knoten von V, d.h., wir beweisen die Aussage: Fiir alle n € Ny und alle
Baume T' = (V, E) mit |V| =n gilt |E| = |V| - 1.

e Induktionsanfang: Es sei n = 1. Dann gilt fiir jeden Baum T mit einem Knoten
|E| = 0 und folglich |E| = |V] — 1.

o Induktionsschritt: Es sei n > 1. Es sei T' = (V, E) ein Baum mit |[V| = n > 2 Kno-
ten. Dann gibt es nach Lemma 3.28 ein Blatt v € V mit der zugehotrigen Kante
e = {u,v} € E. Wir definieren 7" =4t T[V \ {v}]. Nach Lemma 3.29 ist 7" ein

Baum. AuBlerdem besteht 77 aus n — 1 Knoten und besitzt somit nach Induktions-
voraussetzung n — 2 Kanten. Wir erhalten:

VI = VAL U{o} = [V\{o} + o} = (n— 1) +1=n
Bl = |E\{e}Ufe}l = [B\{e}|+ {e}| =(n—2) +1=n—1

Mithin gilt |E| = |V] — 1.

Damit ist das Theorem bewiesen. []

Lemma 3.31 Es seien T = (V,E) ein Baum, v € V ein Knoten und Ty,..., Ty die
Komponenten von T[V \ {v}]. Dann gilt k = d(v) und Th,...,T} sind Bdume.
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Beweis: Da T zusammenhéingend und kreisfrei, sind 77, ..., T} zusammenhingend und
kreisfrei, d.h., T1,...,T; sind Baume. Es sei T; = (V;, E;) die i-te Komponente von
T[V \ {v}]. Dann gilt:

e Jeder Knoten aus V' \ {v} gehort zu einem T;, d.h., es gilt
k
Vi=1+> Vi
i=1
e Jede Kante e € E mit v ¢ e gehort zu einem T;, d.h., es gilt
k
|B| = d(v) + ) |Eil
i=1

Mit Hilfe von Theorem 3.30 erhalten wir somit:

k
VI—1 = d)+) (Vil-1)
1=1

k
= dv)+ ) Vil —k
=1

= dw)+[V]—1—k
Umstellung nach d(v) ergibt d(v) = k und das Lemma ist bewiesen. |

Lemma 3.32 Es seien G = (V, E) ein zusammenhingender Graph und C ein einfacher
kreis in G. Dann gilt fir alle auf C liegenden Kanten e, dass der Graph (V,E \ {e})
zusammenhdngend ist.

Beweis: (Widerspruch) Angenommen es gibt eine Kante e = {u,v} € C, sodass der
Graph G — e =4¢f (V, E \ {€}) nicht zusammenhéngend ist. Dann liegen die Endknoten u
und v in verschiedenen Komponenten von G — e. Da aber e auf einem einfachen Kreis C
liegt gibt es einen (u,v)-Pfad, der e nicht enthélt (wir laufen in C einfach ,,aufien” herum).
Somit existiert der (u,v)-Pfad auch in G — e. Folglich liegen v und v in der gleichen
Komponenten. Dies ist ein Widerspruch und somit muss G — e zusammenhéngend sein,
egal welche Kante aus dem Kreis aus GG entfernt wird. Damit ist das Lemma bewiesen. m

Ein Graph T = (Vp, Er) heiit Spannbaum (oder aufspannender Baum) eines Graphen
G = (Vg, Eg), falls T ein Baum mit Vp = Vi und Er C Eg ist.

Theorem 3.33 Jeder zusammenhingende Graph G = (V| E) enthdlt einen Spannbaum.
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Beweis: Fiir |V| = 1 gilt die Aussage trivialerweise. Es sei also G = (V, F) ein Graph

mit |V| > 2 und |E| = m. Wir definieren eine Folge Ey, E1, ..., E,, von Kantenmengen in
G wie folgt:
Eo =qget E
E;_1\{ei}, wobeie; € E;_1 eine beliebige auf einem Kreis in (V, E;_1)
E; =dof liegende Kante ist
FE;_1, falls kein Kreis in (V, E;_1) existiert

Klarerweise gilt Ey 2 F1 2 Fy O --- O E,,. Nach Lemma 3.32 ist (V| E,;,) zusammen-
héngend und kreisfrei, da héchstens m Kanten aus G entfernt werden kénnen. Somit ist
(V, E,,) ein Spannbaum und das Theorem ist bewiesen. [

2

Theorem 3.34 (Cayley) Fiirn > 2 gibt es genau n™~* markierte Biume mit n Knoten.

Beweis: Wir konstruieren eine Bijektion zwischen der Menge aller markierten Bdume mit
n Knoten und der Menge {1,...,n}" 2. Dabei fassen wir die Elemente von {1,...,n}"2
als Worter der Liange n — 2 iiber dem Alphabet {1,...,n} auf. Wir betrachten folgende
Abbildung ¢ fiir einen Baum 7' = (V, E) mit V C [n]:

o(T) =qet &, falls |[V| =2

o(T) =daet v-@(T[V\{u}]), wobeiu das kleinste Blatt in 7" ist und

v der zu u adjazente Knoten ist

Nach Lemma 3.29 sind die induzierten Teilgraphen stets Baume. Auflerdem gilt: Jeder
Knoten v von T kommt (d(v) — 1)-mal im Wort ¢(7") vor. Somit erhalten wir fiir die
Lénge:

()] = Y (d(v) —1)

veV

= > dv) —|V|

veV
= 2-|E[-|V]|
= 2-(VI=1) -V
= [V|-2
Die Injektivitéit der Abbildung ist leicht zu sehen.

Zum Nachweis der Bijektivitdt der Abbildung ¢ geben wir an, wie wir zu einem gegebenen
Wort ¢ =t;...t,—2 einen Baum 7 finden mit o(7T") = ¢:

[1] S:=0
[2] E:=10
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[3] for 1:=1 to n—2 do

[4] s;:=min [n]\ (SU{t;,...,th—2})
(5] E:=EU{{si,ti}}

6] S = §U{s}

71 E=EU{n]\S)

Damit ist ¢ surjektiv und somit bijektiv. Es gibt also genauso viele Baume, wie es Worter
in {1,...,n}"2 gibt. Dies sind nach der Produktregel der Kombinatorik n"~2 viele. Damit

ist das Theorem bewiesen.

Theorem 3.33 kann auf verschiedene Arten bewiesen werden. Die in unserem Beweis ange-
gebene Kodierung eines markierten Baumes als Wort heifit Priifer-Code nach dem Erfinder

der Kodierung.

Beispiel: Wir bestimmen den Priifer-Code fiir den folgenden Baum T = Tjy:
Im Baum Ty ist das Blatt mit der kleinsten Nummer der Knoten 1.

O (5)
(3 —(4) P(To) = 3(T)
© (O)—)

Im Baum 77 ist das Blatt mit der kleinsten Nummer der Knoten 2.

(5)
(38— (Th) = 33¢(T5)
© (O)—)

Im Baum 75 ist das Blatt mit der kleinsten Nummer der Knoten 3.

(5)
B—] o(To) = 334(Ty)
(OH—)

Im Baum 73 ist das Blatt mit der kleinsten Nummer der Knoten 5.

(5)
6 @(Tp) = 33440(Ty)
(O—
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Im Baum 7} ist das Blatt mit der kleinsten Nummer der Knoten 4.

Der Baum T3 enthélt nur noch zwei Knoten.

o(Ty) = 33446

Somit ergibt sich der Priifer-Code ¢(T") = 33446.

Wenn nun umgekehrt das Wort 33446 gegeben ist, so bestimmen wieder den
zugehorigen Baum T wie folgt:

) S; S ti...tn,Q FE

o|— 0 33446 ()

1)1 {1} 3446 {{1,3}}

o2 (1,2 46 {{1,3},{2,3})

303 {1,2,3) 46 {{1,3},{2,3}, (3,41}

45 {1,2,3,5) 6 {{1,3),{2,3},{3,4},{4,5}}

514 {1,2,3,4,5} e {{1,3},{2,3},{3,4},{4,5},{4,6}}

I - {{173}7{273}7{374}7{475}7{476}7{677}}

3.3.2 Gerichtete, kreisfreie Graphen

Im Falle eines gerichteten Graphen macht es einen Unterschied, ob fiir eine Kante (u,v)
auch die umgekehrte Kante (v, ) im Graphen vorkommt oder nicht. Daher benétigen wir
eine eigenen Begriff fiir einen Kreises, um die Kreisfreiheit zu definieren.

Definition 3.35 Es sei G = (V, E) ein gerichteter Graph.

1. Ein Weg (vg, €0, V1, .., Vn—1,€n,Vy) mit vg = v, und n > 0 heifit (gerichteter) Kreis
n G.

2. Enthilt G keinen gerichteten Kreis, so heifit G gerichteter, kreisfeier (oder azykli-
scher) Graph (englisch: directed acyclic graph oder kurz dag).
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Es ist auch im Deutschen {iblich, einen gerichteten, kreisfreien Graph nach dem englischen
Ausdruck Dag zu nennen.

Beispiel: Folgende gerichtete Graphen sind Beispiele fiir kreisfreie Graphen:

< <.

Wurzelbaum Polytree Dag

Theorem 3.36 Fir einen gerichteten Graphen G = (V,E) sind die folgende Aussagen
daquivalent:

1. G ist kreisfrei.
2. Jeder (induzierte) Teilgraph von G enthdlt eine Senke.

3. Jeder (induzierte) Teilgraph von G enthdlt eine Quelle.

Beweis: Wir beweisen nur, dass die Aussage 1 zu Aussage 2 dquivalent ist. Durch die
Vertauschung von ausgehenden und eingehenden Kanten (und aller zugehérigen Begriffe)
ergibt sich dann auch die Aquivalenz von 1 und 3. Wir zeigen beide Richtungen einzeln:

e 1. = 2.: Wir zeigen die Kontraposition. Es gibt U C V, sodass G[U] keine Senke

enthélt, d.h. daU] (v) > 0 fur alle Knoten v € U. Somit gibt es fiir jeden Knoten
eine ausgehende Kante in G[U]. Wir wéhlen einen beliebigen Knoten vy € U. Wegen
dé[U] (vg) > 0 gibt es eine Kante e; = (vp,v1) in G[U]. Wiederum wegen dg[U} (v1) >0
gibt es eine Kante es = (v1,v2) in G[U] usw. usf. Auf diese Weise erhalten wir eine
unendlich lange Knotenfolge (vg,v1,v2,...). Da es nur endlich viele Knoten gibt,
muss ein Knoten doppelt vorkommen. Somit gibt es einen Kreis in G.

2. = 1.: Wir zeigen die Kontraposition. G enthalte einen Kreis W = (vg, vy, ..., v),
d.h. vy = vp und k > 2. Dann besitzen alle Knoten v; in G’ =4e¢ G[{vo,v1,...,0k_1}]
einen Ausgangsgrad dJGr,(vi) > 0. Mithin enthilt G’ keine Senke.

Damit ist das Theorem bewiesen. [

Betrachten wir die Erreichbarkeitsrelation —* auf gerichteten Graphen, d.h. die fiir den
Graphen G = (V, E) und die Knoten u,v € V wie folgt definierte Relation

u —" v <ot es gibt einen (u,v)-Weg in G,
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so bedeutet das Vorhandensein eines Kreises, dass alle Knoten auf dem Kreis in derselben
starken Zusammenhangskomponente liegen. Gilt dagegen v —* v und v A* u, so liegen
u und v in jedem Fall in verschiedenen Komponenten und auf keinem Kreis. Wir kénnen
somit jeden gerichteten Graphen eindeutig in seine starken Zusammenhangskomponenten
sowie einen gerichteten, kreisfreien Graphen zerlegen.

Beispiel: Wir betrachten exemplarisch fiir die Zerlegung den Graphen G:

B
A

c
D E

Die grau unterlegten Teilgraphen sind jeweils starke Zusammenhangskompo-
nenten. Es ist ersichtlich, dass alle Kanten, die zwischen zwei unterschiedlichen
Komponenten verlaufen, in dieselbe Richtung zeigen. Fiithren wir die Superkno-
ten A, B,C, D, E ein, um die Komponenten zu reprisentieren, so kénnen wir
den Graphen in naheliegender Weise auf den folgenden Graphen reduzieren:

A B
y C
D E

Der reduzierte Graph ist der gesuchte gerichtete, kreisfreie Graph.
3.3.3 Bipartite Graphen
Im Folgende betrachten wir fiir die Bipartitheit nur ungerichtete Graphen.

Definition 3.37 Ein ungerichteter Graph G = (V, E) heifst bipartit, falls es disjunkte,
nichtleere Knotenmengen A und B mit AUB =V gibt, sodass die induzierten Teilgraphen
G[A] und G[B] keine Kante enthalten.

In bipartiten Graphen verlaufen Kanten also nur zwischen den Knotenmengen A und B,
aber nicht innerhalb der Mengen. Wenn wir uns auf die Bipartitheit beziehen, schreiben
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wir auch G = (AW B, F). (Hierbei bedeutet A W B, dass wir die Vereinigung von zwei
disjunkten Mengen A und B bilden.)

Theorem 3.38 Ein Graph G = (V, E) ist genau dann bipartit, wenn er keinen einfachen
Kreis ungerader Lange als Teilgraph enthdlt.

Beweis: Wir zeigen beide Richtungen einzeln. Ohne Beeintrichtigung der Allgemeinheit
kann der Graph als zusammenhéngend angenommen werden. Anderenfalls argumentieren
wir fiir jede Komponente.

=)

(<)

Wir beweisen die Kontraposition. Ein einfacher Kreis Cs,11 ungerader Lénge ist
nicht bipartit. Somit ist ein Graph, der einen solchen Kreis enthélt, nicht bipartit.

Es sei G = (V, F) ein Graph, der nur einfache Kreise gerader Linge enthélt. Wir
wiahlen einen beliebigen Knoten v und betrachten die zugehorigen Knotenmengen:

A =get { u | kiirzester (u,v)-Weg hat gerade Lénge }
B =4e { u | kiirzester (u,v)-Weg hat ungerade Lénge }

Dann gilt sicherlich AN B = ) sowie AU B = V. Wir miissen noch zeigen, dass die
induzierten Teilgraphen G[A] und G[B] keine Kanten enthalten. Es seien z,y € V
zwei verschiedene Knoten, die entweder beide in A oder beide in B liegen. Es
seien Py = (ug,u1,...,ur) mit x = up und ux = v ein kiirzester (z,v)-Pfad und
Py = (ug,ul, ..., uy,) mit y = uy und u), = v ein kiirzester (y, v)-Weg. Dann ist k+&’
gerade. Es sei u; der erste Knoten auf P, der auch auf P, vorkommt, d.h., u; = u;-,
fiir ein geeignetes j'. Betrachten wir die Pfade P, = (u, ... ,uj,u;.,H, ..., uy,) und
Py, = (ug, ... ,u;-/, Uji1, .-, UL), dann sind Py wieder ein kiirzester (z,v)-Pfad und P,
ein kiirzester (y, v)-Pfad. Mithin gilt j+&'—j" = k. Also gilt j+j' = k+k'+2(5' —F'),
und j + j' ist gerade. Wenn nun {z,y} € E gelten wiirde, so wiirde G den einfachen
Kreis (z,... ,uj,u;,_l, ...,y,x) der Linge j + j' + 1 enthalten. Da einfache Kreise
ungerader Lénge ausgeschlossen sind, gilt {z,y} ¢ E. Somit verlaufen keine Kanten
zwischen Knoten in A und keine Kanten zwischen den Knoten in B. Damit ist G
bipartit.

Damit ist das Theorem bewiesen. [

Korollar 3.39 Jeder Baum ist bipartit.

Beweis: Bédume enthalten keine Kreise, also auch keine Kreise ungerader Lénge. [
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3.3.4 Planare Graphen

Definition 3.40 Es sei G = (V, E) ein Graph.

1. G heifit planar (oder plittbar), falls G so gezeichnet werden kann, dass sich keine
Kanten kreuzen.

2. G heifit eben, falls G planar und in einer kreuzungsfreien Darstellung (FEinbettung
in der Ebene) gegeben ist.

Beispiele: Im Folgenden sind der oberen Reihe die vier Graphen K4, K°, K. 2,3
und K33 angegeben. Die Reihe darunter enthalten Darstellungen der ebenen
Graphen im Falle, dass die dariiber liegenden Graphen planar sind.

K* und K> 3 sind planar, K 5 und K3 3 sind nicht planar.

Es sei G = (V,E) ein ebener Graph. Ein Gebiet (Facette) ist ein Teil der Ebene, der
entsteht, wenn die Ebene entlang der Kanten zerschnitten wird.

Beispiele: Wir ziihlen leicht nach, dass der K* vier Gebiete und der Kj 3 drei
Gebiete besitzt. Dabei heiflen die endlichen Gebiete im Inneren von Kreisen
innere Gebiete und das unendliche Gebiet dufleres Gebiet.

Theorem 3.41 (Eulersche Polyederformel) Es sei G = (V, E) ein zusammenhdngen-
der, ebener Graph. FEs sei F' die Menge der Gebiete von G. Dann gilt:

|F| = |E| = V[+2

Beweis: (Induktion) Wir fithren ein Beweis mittels vollstdndiger Induktion iiber den
Exzess von Graphen. Der Fzzess von G = (V, E) ist definiert als

eX(G) —def |E| — |V| + k:,
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wobei k die Anzahl der Zusammenhangskomponenten von G ist. Fiir zusammenhéngende
Graphen G = (V, E) gilt somit ex(G) = |E|— |V|+1> 0.

e Induktionsanfang: Es sei G = (V, E) ein zusammenhingender, ebener Graph mit
ex(G) = 0, d.h. |E|] = |V| — 1. Somit ist G ein Baum. Da G keine Kreise enthilt,
gibt es genau ein Gebiet und es gilt 1 = |E| — |V] + 2.

o Induktionsschritt: Es sei G = (V, E) ein zusammenhéngender, ebener Graph mit
ex(G) > 0. Somit ist G kein Baum. Es gibt also einen einfachen Kreis C' in G. Es sei
e eine beliebige Kante auf C'. Die Kante e trennt das Gebiet f; innerhalb des Kreises
C von dem Gebiet fo auflerhalb von C. Es sei G’ =q¢¢ (V, E'\ {e}) der ebene Graph,
der aus G entsteht, wenn e entfernt wird. Dadurch verschmelzen die Gebiet f; und
f2 zu einem Gebiet in G’. AuBerdem ist G’ nach ... wieder zusammenhingend, also
gilt ex(G’) = ex(G) — 1. Nach Induktionsvoraussetzung gilt somit:

|F| = |F| —1 +1 = |E| -1 —|V|+2+1=|E|—|V|+2
N—— S——
Gebiete von G’ Kanten von G’
Damit ist das Theorem bewiesen. [

Theorem 3.42 Fiir jeden planaren Graphen G = (V, E) mit |V| > 3 gilt

|E| < 3|V| —6.

Beweis: Es geniigt die Aussage fiir kantenmaximale planare Graphen zu zeigen. Es sei
G = (V, E) ein kantenmaximaler planarer Graph. Das Einfiigen einer weiteren Kante in
G wiirde also die Planaritét zerstéren. Somit ist G zusammenhéngend. G sei als ebener
Graph gegeben. Jede Kante begrenzt hichstens zwei Gebiete von G. Somit gilt |F| < 2|E].
Weiterhin wird jedes Gebiet von mindestens drei Kanten begrenzt. Somit folgt |F| < 2-|E|.
Mit Theorem 3.41 erhalten wir:

2
3 Bl 2 |F|=]E]-|V]+2
Umstellung der Ungleichung nach |E| ergibt das Theorem. [
Beispiele: K° ist nicht planar, denn es gilt 10 £ 3-5—6 = 9. Der K° hat also
eine Kante zuviel. Entfernen wir eine beliebige Kante aus dem K°, so erhalten

wir den fast vollstindigen Graphen K°*. Dieser erfiillt die Kantenbilanz und
ist auch planar:
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Der K3 3 erfiillt auch die Kantenbilanz, ist jedoch nicht planar (siehe Ubungs-
aufgabe).

Eine Unterteilung eines Graphen G = (V, F) entsteht dadurch, dass Kanten e € E durch
neue Pfade p. ersetzt werden.

Beispiel: Eine Untereilung des K2 kénnte zum Beispiel wie folgt aussehen:

K?® und K33 sind gewissermaflen die kleinsten, nicht planaren Graphen. Ohne Beweis
geben wir den Satz von Kuratowski an, der planare Graphen durch den Ausschluss von
K5 und K3 3 charakterisiert.

Theorem 3.43 (Kuratowski) Fin Graph G ist genau dann planar, wenn G keine Unter-
teilung des K5 oder K33 als Teilgraph enthiilt.

3.4 Kombinatorische Probleme in Graphen

3.4.1 Touren*

Im Folgenden interessieren wir uns fiir die Existenz spezieller Kreise in Graphen, die
alle Elemente eines Graphen genau einmal enthalten. Die Elemente konnen dabei Knoten
(Hamiltonkreise) oder Kanten (Eulertouren) sein.

Definition 3.44 FEs sei G = (V, E) ein Graph.

1. Fin Hamiltonkreis in G ist ein Kreis, der jeden Knoten von V' genau einmal enthdlt.

2. G heifst hamiltonsch, falls G einen Hamiltonkreis enthdlt.
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Beispiele: Der 3 auf der linken Seite ist hamiltonsch. Der rechte Graph ohne
Hamiltonkreis ist der Petersen-Graph:

Der aus den roten Kanten bestehende Weg ist ein Hamiltonkreis.

Zu entscheiden, ob ein gegebener Graph hamiltonsch ist, ist ein NP-vollstédndiges Pro-
blem, d.h., algorithmisch nicht effizient beherrschbar. Wir interessieren uns daher fiir hin-
reichende Kriterien fiir die Existenz von Hamiltonkreisen. Intuitiv sollte zu erwarten sein,
dass die Wahrscheinlichkeit einen Hamiltonkreise zu finden, umso hoher ist, je mehr Kan-
ten ein Graph enthélt.

Theorem 3.45 Es sei G = (V,E) ein Graph. Gilt fir alle nicht-adjazenten Knoten
z,y €V (d.h., x #y und {z,y} ¢ E) die Ungleichung

d(x) +d(y) = [V,

so enthdlt G einen Hamiltonkreis.

Beweis: (Widerspruch) Wir nehmen an, dass es einen Graphen G = (V, E) mit obiger
Eigenschaft fiir alle nicht-adjazenten Knotenpaare gibt, der aber nicht hamiltonsch ist.
Wir wéhlen G = (V, E) so aus allen diesen Graphen iiber der Knotenmenge V', dass |E)|
maximal ist. Dann ist G nicht der vollstdndige Graph K™ mit n = |V|, da dieser einen
Hamiltonkreis enthélt. Somit gibt es Knoten x,y € V mit « # y und {x,y} ¢ E.

Wir betrachten nun den Graphen G’ =4¢t (V, EU{{z,y}}), der aus G durch Einfiigung der
Kante {x,y} entsteht. Dann enthiilt G’ einen Hamiltonkreis C, da G ein kantenmaximaler
Graph ohne Hamiltonkreis ist, und C' enthélt die Kante {z,y}, da G eben keinen Hamil-
tonkreis enthélt. Es sei C' = (v1,v2,...,0,,v1) mit v1 = x und v, = y. Wir definieren die
beiden Mengen:

S =def {Ui!1§i<n/\{x,vi+1}€E}
T =gt {vi|1<i<n A {z,}€E}

Dann gilt y = v, ¢ SUT (wegen {x,y} ¢ F) sowie |SUT| < |V|. Damit ergibt sich mit
Hilfe der Voraussetzung:

|ISNT| = |S|+|T|—|SuT|
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d(x) +d(y) —|SUT|

> [VI-|SuT|
> V=V
= 0

Mithin gibt es ein v; € SN T. Werden in C die Kanten {z,y} und {v;,v;11} durch
{z,viy+1} und {y,v;} ersetzt, so entsteht ein Hamiltonkreis ohne {z,y}, also in G. Dies
ist ein Widerspruch zur Annahme, dass G nicht hamiltonsch ist, und das Theorem ist
bewiesen. ]

Definition 3.46 FEs sei G = (V, E) ein Graph.

1. FEine Eulertour in G ist ein Kreis, der jede Kante von G genau einmal durchlduft.

2. G heifit eulersch, falls G eine Eulertour enthdlt.

Beispiele: Der linke Graph ist eulersch und der rechte Graph dagegen nicht:

Theorem 3.47 (Euler) Ein zusammenhdngender Graph G = (V,E) ist genau dann
eulersch, wenn alle Knoten geraden Grad haben.

Beweis: Wir beweisen beide Richtungen einzeln.

(=) Offensichtlich: Jeder Knoten muss besucht und wieder verlassen werden.

(<) Wir benutzen folgendes Verfahren, um eine Eulertour zufinden: Wir starten bei einem
beliebigen Knoten v; und durchlaufen Kanten in beliebiger Reihenfolge (ohne eine
Kante zweimal zu benutzen). Da die Knotengrade alle gerade sind, muss der Weg
W1 wieder in v enden. Liegen nicht alle Knoten auf Wy, so gibt es einen Knoten vo
auf W7, der zu einer nicht benutzten Kante inzident ist. Wir starten das Verfahren
auf vo, um einen Weg W5 zu bekommen, der wieder in vy endet. Wir kénnen nun
die beiden Wege W7 und Wy zu dem ldngeren Weg

(’Ul, ceey V2, o, V2, L., Ul)
—_———— —— ——

Wi Wa Wi

verschmelzen, der jede Kante nur einmal benutzt. Wenden wir das Verfahren nun
iterativ solange an, bis alle Knoten besucht sind, so erhalten wir die gesuchte Euler-
tour.

Damit ist das Theorem bewiesen. [
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3.4.2 Farbungen

Definition 3.48 FEs sei G = (V, E) ein Graph.

1. Eine Knotenfirbung von G mit k Farben ist eine Abbildung ¢ : V — {1,...,k} mit
c(u) # c(v) fir alle Kanten {u,v} € E.

2. Die chromatische Zahl x(G) von G ist die minimale Anzahl k von Farben, sodass
eine Knotenfirbung von G mit k Farben existiert.

Beispiele: In den folgenden Abbildung sind Graphfarbungen mit der minima-
len Anzahl von Farben gezeigt:

1 1

Dazu korrespondieren die allgemeinen Félle:

1. K™ benétigt n Farben.
2. (U9, benstigt 2 Farben.
3. Cop+1 bendtigt 3 Farben.

Die Graphen mit chromatischer Zahl 2 sind genau die bipartiten Graphen.

Ohne Beweis geben wir das folgende beriihmte Theorem an, das erstmals 1976 von Appel
und Haken unter Einsatz eines Computerprogramms zur Uberpriifung von mehr als 1.500
FEinzelfiallen bewiesen wurde. Insbesondere folgt aus dem Theorem, dass auf politisch-
geographischen Landkarten vier Farben geniigen, um alle Lander so zu firben, dass Gren-
zen nur zwischen Léndern unterschiedlicher Farben verlaufen.

Theorem 3.49 (Vierfarbensatz) Flir jeden planaren Graphen ist x(G) < 4.

Definition 3.50 Es sei G = (V, E) ein Graph.

1. Eine Kantenfiarbung von G mit k Farben ist eine Abbildung ¢ : E — {1,...,k} mit
c(e) # ¢(f) fir alle Kanten e, f € E mit e f # 0.

2. Der chromatische Index x/(G) von G ist die minimale Anzahl k von Farben, sodass
eine Kantenfirbung von G mit k Farben existiert.

Skriptum zu Diskrete Strukturen



3.4. Kombinatorische Probleme in Graphen 75

Wiederum ohne Beweis geben wir folgendes Theorem an, das zeigt, dass der chromatische
Index eines Graphen nur einen von zwei Werten annehmen kann.

Theorem 3.51 (Vizing) Fiir jeden Graphen G = (V, E) gilt A(G) < xX'(G) < A(G)+1,
wobei A(G) der mazimale Grad eines Knoten von G ist.

3.4.3 Paarungen

Definition 3.52 FEs sei G = (V, E) ein Graph.

1. Eine Kantenmenge M C E heifst Matching in G, falls e N f = 0 fiir alle Kanten
e,f €M mitez# f gilt.

2. Ein Matching M C E heifst perfektes Matching, falls |M| = %|V| gilt.

Mit anderen Worten: Ist M ein Matching in einem Graphen G, so ist jeder Knoten v von
G zu hochstens einer Kante e € M inzident. Gilt v € e fiir eine Kante e € M, so wird
der Knoten v von M tberdeckt. Ein perfektes Matching iiberdeckt somit jeden Knoten des
Graphen G.

Beispiele: In folgenden Graphen bilden die roten Kanten jeweils Matchings:

Das Matching in der Mitte ist perfekt, wihrend links nur ein weiteres Matching
gezeigt ist. Der Sterngraph rechts besitzt kein perfektes Matching.

Fiir bipartite Graphen koénnen wir die existierenden Matchings genau charakterisieren.
Dafiir erweitern fiir einen Graphen G = (V, E) die Schreibweise N¢(v) fiir die Nachbar-
schaft eines Knotens v auf die Nachbarschaft Ng(X) einer Knotenmenge X C V:

Ne(X) =aet | Na(v)
veEX

Wenn der Graph G aus dem Kontext heraus klar ist, lassen wir wieder den Index G weg.

Theorem 3.53 (Hall; Heiratssatz) Fir einen bipartiten Graphen G = (AW B, E) gibt
es genau dann ein Matching M der Kardinalitit |M| = |A|, wenn |N(X)| > |X| fir alle
X C A gilt.
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Beweis: Wir beweisen beide Richtung einzeln.

(=) Essei M ein Matching der Kardinalitét |[M| = |A|. Jede Teilmenge X C A hat somit
genau | X| Nachbarn in B. Folglich gilt |N(X)| > | X]|.

(<) Wir fithren den Beweis mittels Induktion iiber die Kardinalitét der Menge |A].

— Induktionsanfang: Fir m = 1 ist die Aussage offensichtlich.

— Induktionsschritt: Es sei m > 1. Es sei G = (AW B, E)) ein beliebiger bipartiter
Graph mit |A| = m. Wir unterscheiden zwei Fille:

x 1. Fall: Fur alle S € A mit 0 < |S| < m gilt |[N(S)| > |S| + 1. Wir
konstruieren ein Matching M wie folgt: Es sei e = {u,v} € E eine beliebige
Kante mit u € Aund v € B. Fiir den Graphen G’ =4¢f G[AW B\ {u, v}] gilt
Ng/(X) = Ng(X) \ {v} und mithin |Ng/(X)| > |X]| fiir alle X C A\ {u}.
Nach Induktionsvoraussetzung enthilt der Graph G’ ein Matching M’ der
Kardinalitdt |[M'| = |A\ {u}| = m — 1. Somit ist M =40 M' U {e} ein
Matching in G der Kardinalitdt |M| = |A| = m.

« 2. Fall: Es gibt ein S C A mit 0 < |S| < m und |[N(S)| = |S|. Wir halten
ein S fest und konstruieren ein Matching M wie folgt: Es seien

G’ =def G[S @] Ng(S)]

G" =ar GI(A\S)U (Na(A)\ Na(9))]
Fiir alle X C S gilt Ng/(X) = Ng(X) und somit |[Ng/(X)| > |X|. Nach
Induktionsvoraussetzung (beachte: |\S| < m—1) gibt es ein Matching M’ der
Kardinalitit |M'| = |S] in G'. Fiir alle X C A\ S gilt Ngv(X)NNg(S) = 0.
Wir erhalten:

[Nen(X)| = [Nan(X) UNG(S)| = [Na(S)

[Na(X) U NG (S)| = [Na(9)]
[Na(X US)| = NG (S|
[X US| = [Na(9)|
= [X[+15] = [Ne(9)|
= X

AV

Nach Induktionsvoraussetzung (beachte: |S| > 1 bzw. [A\ S| < m — 1)
gibt es ein Matching M” der Kardinalitidt |[M"”| = |A\ S| in G”. Da die
Menge der durch M’ und die Menge der durch M" iiberdeckten Knoten
disjunkt sind, ist M =g, M’ U M"” ein Matching in G der Kardinalitéit
M =[] + |4\ 8] = |4] = m.

Damit ist das Theorem bewiesen. [

Korollar 3.54 Jeder k-reguldre, bipartite Graph G enthdlt ein perfektes Matching und hat
den chromatischen Index x'(G) = k.
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Beweis: Wir beweisen beide Aussagen einzeln.

1. Es sei G = (AW B, E) ein k-regulérer, bipartiter Graph. Dann gibt es k - |A| = |E|
Kanten, die von A nach B verlaufen. Andererseits verlaufen auch |F| = k-| B| Kanten
von B nach A. Mithin gilt |A| = |B|. Jedes Matching M der Kardinalitit M| = |A|
ist somit ein perfektes Matching. Es sei X C A. Dann gibt es k - | X| Kanten, die in
die Nachbarschaft N(X) fithren. Jeder Knoten v € N(X) ist adjazent zu héchstens
k Knoten in X. Somit gilt k- |X| < k- |N(X)| bzw. | X| < |N(X)|. Nach Theorem
3.53 gibt es somit ein perfektes Matching in G.

2. Der Nachweis erfolgt iiber Induktion iiber k und ist eine Ubungsaufgabe.

Damit ist das Korollar bewiesen. [
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Algebraische Strukturen 4

4.1 Universelle Algebren

Definition 4.1 FEine (universelle) Algebra (S, fi,..., f;) besteht aus einer nichtleeren
Menge S und Operatoren f1, ..., fi der Stelligkeiten my,...,my € N, d.h. der Operator f;
ist eine Abbildung f; : S™ — S. Das Tupel (mq,...,m;) heifst Signatur der Algebra.

Beispiele: Im Folgenden werden Beispiele zum Begriff der Algebra diskutiert.

1. Die boolesche Algebra ({w,f},V, A, =) besteht aus der Menge der Wahr-
heitswerte w und f mit den wie folgt beschriebenen Operatoren:

VIif w AT w fo
F1f w FIf f T et W

W =gef f
wlw w wilf w

Die Signatur der Algebra ist somit (2,2, 1).

2. (N, 4), (Z,+) und (N, +,-) sind Algebren.

3. Fiir die Menge S =4t { » € N | n ist eine Quadratzahl } C N ist (S,-)
eine Algebra. (S, +) ist dagegen keine Algebra.

4. Es seien X ein endliches Alphabet und ¥* die Menge aller endlichen Wor-
ter iiber 3. Der zweistellige Operator o : ¥* x ¥* — ¥* ist die Konkate-
nation zweier Worter z und y, d.h. x oy = zy, wobei y an = angehéngt
wird. Dann ist (¥*, o) eine Algebra.

5. Es seien U eine beliebige, nichtleere Menge, F(U) =qet { f | f: U = U }
und o die Hintereinanderausfithrung von Funktionen, d.h. fog : U — U ist
definiert durch (f o g)(z) =qef f(g(x)) fiir alle z € U. Dann ist (F(U), o)
eine Algebra.

Fiir die Stelligkeiten von Operatoren haben sich gewisse Namen eingebiirgert:

e Nullstellige Operatoren sind Konstanten, z.B. 0,42 und L.
o Einstellige Operatoren heilen undr, z.B. x — 2%, z +— -z und A — P(A).

e Zweistellige Operatoren heiflen bindr (oder Verknipfungen), z.B. (z,y) — max{z,y}
und (z,y) — ggT(x,y). Verkniipfungen werden haufig durch die Infix-Notation statt
der Funktionsschreibweise angegeben, z.B. = + y statt +(z,y).

e Dreistellige Operatoren heiflen terndr, z.B. (x,y,z) — if = then y else z und
(z,y,2) = 2 (zy +x2 + yz).
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4.1.1 Neutrale und inverse Elemente, Assoziativitat
Definition 4.2 Es sei (S,0) eine Algebra mit bindrer Verkniipfung o. Ein Element e € S
heifit

1. linksneutral 4t (Va € S)[eoa=aq]
2. rechtsneutral <=4t (Va € S)[ace=d]

3. neutral <gqet € st inksneutral und rechtsneutral

Beispiele:
1. (N,-) besitzt 1 als neutrales Element, denn es gilt sowohl 1-n = n als
auch n -1 =n.
2. (N4, +) besitzt kein neutrales Element.

3. Wir betrachten die Algebra ({a,b}, o) mit der wie folgt definierten Ver-
kniipfung o:

a
a
a

St Q| O
S o

Dann gilt sowohl aoa =a und aob=1>0 als auch boa =a und bob =b.
Somit sind a und b linksneutrale Elemente. Andererseits sind weder a
noch b rechtsneutral, denn es gilt aob =0 und boa = a.

Proposition 4.3 Es sei (S,0) eine Algebra mit der bindren Verkniipfung o. Sind ¢ € S
linksneutral und d € S rechtsneutral, so gilt ¢ = d.

Beweis: Da c linksneutral ist, gilt insbesondere c o d = d. Da d rechtsneutral ist, gilt
insbesondere ¢ = c o d. Somit gilt ¢ = co d = d. Damit ist die Proposition bewiesen. [ |

Eine einfache Folgerung aus dieser Proposition ist das folgende Korollar.

Korollar 4.4 Jede Algebra (S, o) mit bindre Verkniipfung o besitzt hichstens ein neutrales
Element.

Beweis: Sind c und d zwei neutrale Elemente von (5, o), so ist insbesondere ¢ linksneutral
und d rechtsneutral. Mithin gilt ¢ = d. Damit ist das Korollar bewiesen. [ |

Beispiele: Wir geben die neutralen Elemente weiterer Algebren an.

1. In (¥*,0) ist das leere Wort ¢ das neutrale Element.
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2. In (F(U),0) ist die Identitdtsfunktion idy : U — U : 2 — z neutrales
Element.

Definition 4.5 Es sei (S,0) eine Algebra mit bindrer Verknipfung o und neutralem Ele-
ment e € S. Weiterhin seien a,x € S beliebig. Dann heifst x

1. linksinvers zu a < 4ef TOa=¢€
2. rechtsinvers zu a def GOT =¢€

3. Inverses von a < qef 18t linksinvers und rechtsinvers zu a

Beispiele:

1. In (Z,+) ist —x das Inverse von = € Z.

2. In (Q, ) ist 1/x das Inverse von x # 0.

3. In (Z\ {0}, -) besitzen nur —1 und 1 ein Inverses.
4

. Wir betrachten die Algebra ({e,a,b}, o) mit den paarweise verschiedenen
Elementen e, a,b und der wie folgt gegebenen Verkniipfung o:

Aus der Tabelle kann man ablesen, dass e das neutrale Element ist. Wei-
terhin ist zu sehen, dass aoa =aob=boa =bob = e gilt. Mithin sind
a und b invers zu a aber auch invers zu b.

Das letzte Beispiel macht deutlich, dass im Allgemeinen in einer Algebra die Elemente
mehrere Inverse besitzen kénnen. In Algebren mit assoziativer Verkniipfung ist dies nicht
moglich. Es sei (S,0) eine Algebra mit bindrer Verkniipfung o. Dann heifit o assoziativ,
falls fiir alle x,y, z € S gilt:

(roy)oz=wo(yoz)

Proposition 4.6 Es sei (S, 0) eine Algebra mit assoziativer Verkniipfung o und neutralem
Element e. Weiterhin seien a,x,y € S beliebig. Sind x linksinvers zu a und y rechtsinvers
2u a, so gilt x = y.

Beweis: Da e ein neutrales Element ist, gilt insbesondere z = x o e und y = e o y. Somit
ergibt sich mit Hilfe der Assoziativitét:

x=zxoe=xo0(aoy)=(roa)oy=coy=y
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Damit ist die Proposition bewiesen. [ |

Korollar 4.7 Jedes Element a € S einer Algebra (S,o) mit assoziativer Verkniipfung o
und neutralem Element e besitzt hichstens ein Inverses.

Beispiele: Wir geben die inversen Elemente fiir weitere Algebren an, soweit
sie existieren.

1. In (¥*, o) besitzt nur € ein Inverses.

2. In (F(U),0) besitzen genau die bijektiven Funktionen f ein Inverses.

4.1.2 Homomorphismen

Im Folgenden fithren wir Morphismen ein. Morphismen sind Abbildungen zwischen Alge-
bren, die in einem gewissen Sinne vertréiglich mit den Operatoren sind.

Beispiele: Auf der Menge Zi =qef {0,1,...,k — 1} definieren wir die Multi-
plikation -, modulo k:

T kY =def mOd(Qﬁ' Y, k)

Dann ist (Zg,-) fur alle & € Ny eine Algebra. Wenn wir nun die beiden
Algebren (Zsg, -2) und ({w, f}, A) und insbesondere die Verkniipfungen

— Ol
O OO
— O
S >
- —h| —h
g =

vergleichen, so sind die beiden Algebren sehr &dhnlich. Der Unterschied liegt
lediglich in der Benennung der Elemente und Operatoren. Spéter werden wir
solche Algebren isomorph nennen.

Definition 4.8 Es seien A = (S, f1,...,f;) und A = gg, fi,- .y ft) 2wei Algebren mit
gleicher Signatur (ma, ..., m). Bine Abbildung h: S — S heifst Homomorphismus von A
nach A, falls fir alle i € {1,...,t} und alle ay,...,am, €S gilt:

fi(h(a1), ..., h(am,)) = h(fi(as,...,am,)),

d.h., f; und ﬁ sind mit h vertauschbar.
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Beispiele: Wir demonstrieren das Konzept von Homomorphismen fiir einige
Algebren.

1. Fiir die Algebren A =q¢ (N,4) und A =q4¢¢ (Z,+) ist die Abbildung
h:N — Z :n ~ n ein Homomorphismus von A nach A, denn fiir alle
n,m € N gilt

h(n) + h(m) =n+m = h(n +m).

2. Fiir A =g (N, +) und A =gep (Zg, +5) mit +, : (z,y) — mod(z + y, k)
ist die Abbildung h : N — Zj : n — mod(n, k) ein Homorphismus von A
nach A, denn wegen der Rechenregeln der Modularen Arithmetik gilt fiir

alle n,m € N:
h(n) +1 h(m) = mod(h(n) + h(m), k)
mod(mod(n, k) + mod(m, k), k)
mod(n + m, k)
= h(n+m)

3. Fiir die Algebren A =g4¢r (X%, 0) mit der Konkatenation o als Verkniipfung
und A =4¢¢ (N, +) ist die Abbildung h : ¥* — N : z +— |z| (wobei |z|
die Linge von x bezeichnet) ein Homomorphismus, denn es gilt fiir alle
Worter z,y € ¥*

h(z) + h(y) = |z| + |y| = [z oy| = h(z 0 y).

Definition 4.9 Es sei (S, f1,..., fi) eine Algebra mit Signatur (mq,...,m;). Eine nicht-
leere Teilmenge S C S erzeugt eine Unteralgebra, falls S’ abgeschlossen ist unter
fi,--y ft, dohe, fiir allei € {1,...,t} und alle ay,...,am, €S gilt fi(ar,...,am,) € 5.

Beispiele:

1. (N, +) ist eine Unteralgebra von (Z, +).

2. Es seien S =gt { n € N | nist gerade } und S’ =g¢ N\ S. Dann sind
(S, +) und (S, -) Unteralgebren von (N, +) bzw. (N, -). AuBerdem ist auch
(S’,-) eine Unteralgebra von (N, -); (S’, +) ist dagegen keine Unteralgebra
von (N, +).

Prop051t10n 4.10 Es seih: S — S ein Homomorphismus von A = (S, fi1,..., ft) nach
= (S, f1,..., ft). Dann ist (h(S), f1,..., fi) eine Unteralgebra von A.

Beweis: Wir miissen die Abgeschlossenheit der Menge h(S) unter fl, . zeigen, d.h.,
fiir jeden Operator f; (der Stelligkeit m;) muss fur alle aj,...,am,, € h(S) wiederum
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filar, ... am;) € h(S) gelten. Es sei a; € h(S), d.h., es gibt ein a; € S mit h(aj) = a;.
Somit gilt:

filar,..sam) = filh(ar), ... hlam,)) = h(fiar, ..., am,;)) € h(S)

Damit ist die Proposition bewiesen. [ |

Definition 4.11 Es seien A = (S, f1,..., f;) und A = (S, f1,..., f;) zwei Algebren mit
gleicher Signatur.

1. Eine Algebra h: S — S heifst (Algebra- )Isomorphismus von A nach A, falls h bijektiv

und ein Homomorphismus von A nach A ist.

2. A und A heiffen isomorph (symbolisch: A ~ fl), falls ein Isomorphismus von A nach
A existiert.

3. Gilt A=A, so heift ein Isomorphismus von A nach A Automorphismus auf A.

Beispiele:
1. Fiir A =g¢ (N,+) und A =det ({ 2n | n € N },+) ist h : n = 2n ein
Isomorphismus von A nach A.

2. Fir A =g¢f (R>0,-) und A =g (R,+) ist h: Ry — R:zx—Inz (wegen
In(z -y) =Inx + Iny) ein Isomorphismus von A nach A.

3. Auf A =g4et (Z3,+3) ist durch die Abbildung

0, fallsn=0
h:Z3— Z3:nw— 2, fallsm=1
1, fallsn=2

ein Automorphismus gegeben.

4. Auf A =4¢¢ (ZE, +5) mit ZF =qer {1,2,3,4} ist durch die Abbildung

1, fallsn=1

i . 3, fallsn=2
h:Zs— Zg:nw— 9 falls =3
4, fallsn=4

ein Automorphismus gegeben.

Proposition 4.12 Ein Isomorphismus h von A = (S,0) nach A = (S,3) bildet neutrale
Elemente auf neutrale Elemente und inverse Elemente auf inverse Elemente ab.
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Beweis: (nur fiir Rechtsneutralitit) Es sei e € S rechtsneutral fiir o. Dann gilt fiir b € S
b5 h(e) =h(h™' (b)) 3 h(e) = h(h™'(b) o) = h(h™"(b)) = b.
Somit ist h(e) ein rechtsneutrales Element von A.

Analoge Argumentationen kénnen fiir linksneutrale, neutrale, rechtsinverse, linksinverse,
inverse Elemente gefithrt werden. Damit ist die Proposition bewiesen. [ |

Proposition 4.13 Gibt es einen Isomorphismus h von A = (S,0) nach A = <5’, 3), so
gibt es einen Isomorphismus h von A = (S,38) nach A = (S,0).

Beweis: Wir definieren h =qof h~*. Da h: S — S bijektiv ist, gibt es h:S — S stets
und & ist ebenfalls bijektiv. Weiterhin gilt fiir a,b € S:

h(a &b) = h(h(h~(a)) & h(h™1(D)))
1

Somit ist & ein Homomorphismus und mithin ein Isomorphismus. Damit ist die Proposition
bewiesen. [

4.2 Algebrentypen

4.2.1 Algebren mit einer Verkniipfung

Wir betrachten die folgenden drei Eigenschaften fiir eine Algebra A = (S, o):

(E1) : Die Verkniipfungen o ist assoziativ.
(E2) : Es gibt ein neutrales Element e € S.

(E3) : Jedes Element a € S besitzt ein eindeutiges inverses Element.
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Natiirlich kann fiir eine Algebra die Eigenschaft (E3) nur gelten, wenn auch (E2) gilt.

Definition 4.14 Es sei A = (S, 0) eine Algebra mit bindrer Verknipfung o. Dann wird A
einer der folgenden Namen zugewiesen, ja nachdem welche der Figenschaften (E1), (E2)
oder (E3) gelten:

Name (E1) | (E2) | (E3)
Gruppoid

Halbgruppe X

Monoid X X

Gruppe X X X
Loop X X
Gruppoid mit 1 X

Definition 4.15 FEin Gruppoid (S, o) heif$t abelsch, falls aob = boa fir alle a,b € S gilt,
d.h., o ist kommutativ.

Beispiele:

1. Die Algebra A =g ({a, b}, o) mit dem durch die Verkniipfungstabelle

a b
alb a
b|lb b

gegebenen Operator o ist lediglich ein nicht-abelscher Gruppoid, denn o
ist nicht assoziativ (wegen (aob)oa =aoa =>bund ao(boa) =aob=a)
und A besitzt kein neutrales Element (b ist zwar rechtsneutral aber nicht
linksneutral; a ist weder rechts- noch linksneutral). Die Kommutativitét
gilt ebenfalls nicht fiir o (wegen aob # bo a).

2. (N, +) ist eine abelsche Halbgruppe, aber kein Monoid.
3. (N,+) ist ein abelscher Monoid, aber keine Gruppe.
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4. (Z,+) ist eine abelsche Gruppe.
5. (Z,—) ist ein nicht-abelscher Gruppoid.
6. (3*, o) ist ein nicht-abelscher Monoid.

7. Die Algebra A =4 ({€,a,b},0) mit dem durch die Verkniipfungstabelle

gegebenen Operator o ist ein abelscher Loop, denn o ist nicht assoziativ
(wegen ao (bob) =aoe =aund (aob)ob =bob = e), e ist das
neutrale Element und jedes Element ist zu sich selbstinvers. Die Kommus-
tativitdt von o folgt aus der Symmetrie der Verkniipfungstabelle entlang
der Diagonale von links oben nach rechts unten.

4.2.2 Algebren mit zwei Verkniipfungen

Definition 4.16 FEine Algebra A = (S, +,-) der Signatur (2,2) heifit Ring, falls folgende
Bedingungen gelten:

1. (S,+) ist eine abelsche Gruppe mit neutralem Element 0 € S.
2. (S,+) ist ein Monoid mit neutralem Element 1 € S.

3. Fir alle a,b,c € S gilt:

D.h., + und - sind distributiv.

Beispiele:

1. (Z,+,-) ist ein Ring.
2. ({w,f},®,A) ist ein Ring.
3. ({w,f},®,V) ist kein Ring, denn die Distributivitdt gilt nicht.

4. Die univariaten ganzzahligen Polynome bilden einen Ring.
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Definition 4.17 FEine Algebra A = (S,+,-) der Signatur (2,2) heiffit Korper, falls fol-
gende Bedingungen gelten:

1. (S,+) ist eine abelsche Gruppe mit neutralem Element 0 € S.
2. (S'\{0},-) ist eine abelsche Gruppe mit neutralem Element 1 € S.

3. Fiir alle a,b,c € S gilt

D.h., + und - sind distributiv.

Beispiele:

—_

(Z,+,-) ist kein Korper.

[\V)

. ({w, f}, ®, A) ist ein Korper.

3. Die univariaten ganzzahligen Polynome bilden keinen Korper, denn es
gibt kein ganzzahliges Polynom p(x) mit = - p(z) = 1.

4. (Q,+,-), (R,+,-) und (C,+,-) sind Korper.

4.2.3 Algebren mit drei Operatoren

Definition 4.18 FEine Algebra A = (S,+,-,”) der Signatur (2,2,1) heiffit boolesche Alge-
bra, falls folgende Bedingungen gelten:

1. (S,+) ist ein abelscher Monoid mit neutralem Element 0 € S.
2. (S,-) ist ein abelscher Monoid mit neutralem Element 1 € S.
3. Firalleae S gilta+a=1 unda-a=0.

4. Fir alle a,b,c € S gilt:

a-(b+c) = (a-b)+(a-c)
at (0 = (@+b)-(a+o)

Beispiele:
{({w, f}, V, A, —) ist eine boolesche Algebra.

1.
2. (P(A),U,N, ™) ist eine boolesche Algebra (fiir beliebiges A).
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4.3 Gruppen®

Zur Erinnerung: Eine Gruppe (G, o) ist ein Gruppoid mit den folgenden Eigenschaften:

(G1) Die Verkniipfung o ist assoziativ auf G.
(G2) Es gibt ein neutrales Element e € G.

(G3) Fiir jedes Element a € G gibt es ein Inverses a~! € G.

Im Folgenden werden wir eine Gruppe (G, o) mit der Trigermenge G identifizieren.

Theorem 4.19 FEs seien G eine Gruppe, a,b,c € G und x,y € G. Dann gilt:

1. Involutionsregel:
a=(aH)7!

2. Kiirzungsregeln:

aob=cob <= a=c
boa=boc < a=c

3. Eindeutige Losbarkeit linearer Gleichungen:

aor=>b < x=alob

roa=0b < x=boa "

Beweis: (Involutionsregel) Wir definieren b =4¢¢ (a™1)~™!, d.h., b ist das inverse Element
von ! in G. Dann gilt

b=boe=bo(atoa)=(boa')oa=coa=a

Die anderen Regeln sind #hnlich zu beweisen. Damit ist der Satz bewiesen. [ |

Wir fiithren einige Schreibweisen ein fiir eine Gruppe G, a € G und n € N:

0
A" =def €
a" =gef aoa™ ! firn>1

a—n = dof (a—l)n
Hierbei heifit ™ die n-te Potenz von a. Zu beachten ist, dass a~" wohldefiniert ist:

(a—l)n — (a—l)n o (an o (an)—l) — ((a—l)n oan) ° (an)—l —eo (an)—l — (an)—l
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Im Allgemeinen gelten folgende Rechenregeln fiir alle m,n € Z und a € G:

am o an — aern
a"=a" — d" "=c¢

Definition 4.20 Es seien G eine Gruppe und a € G. Die Ordnung ord(a) von a ist
die kleinste Zahl r € Ny mit a” = e. Falls kein solches r existiert, dann definieren wir
ord(a) =gef 0©.

Beispiele:

1. In (Z,+) gilt ord(0) = 1 und ord(n) = oo fiir alle n € Z \ {0}.
2. In (Z12,+12) sind die Ordnungen fiir die Elemente der folgenden Tabelle

zu entnehmen:

91011
416 |12

234 5]6] 78]
ord(a) [1 |12 |6 [4[3]12|2|12]3]

Proposition 4.21 FEs sei G eine endliche Gruppe. Dann hat jedes Element in G eine
endliche Ordnung.

Beweis: Es sei a € G. Dann sind alle Elemente a°, a!,. .., al¢! ebenfalls Elemente von G.

Da G nur |G| Elemente enthilt, sind unter diesen |G|+ 1 Elementen mindestens zwei gleiche
Elemente a* und o’ mit k& # j. Wir wihlen & minimal mit a* = o’ fir 0 < j < k — 1.
Es gilt a*~7 = e. Da k minimal ist, muss j = 0 gelten. Mithin gilt ¢* = e und somit
ord(a) = k. Damit ist die Proposition bewiesen. |

Lemma 4.22 Es seien G eine Gruppe und a € G mit ord(a) < co. Dann gilt:

¥ =e < ord(a)lk

Beweis: Wir zeigen beide Richtungen einzeln.

(=) Mit k = s-ord(a) +r fiir r,s € N mit 0 < r < ord(a) folgt:

e — ak _ as-ord(a)Jrr

_ (aord(a))soar —e*oa" =coa =a"

Wegen r < ord(a) gilt » = 0. Somit gilt k¥ = s - ord(a) bzw. ord(a)|k.

(<) Mit k = 5 -ord(a) gilt a* = (a®"4@)s = ¢5 =,
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Damit ist das Lemma bewiesen. [

Lemma 4.23 FEs sei G eine abelsche Gruppe. Es seien a,b € G FElemente endlicher,
teilerfremder Ordnung, d.h., ord(a),ord(b) < co und ggT (ord(a),ord(b)) = 1. Dann gilt:

ord(a o b) = ord(a) - ord(b)

Beweis: Da G abelsch ist, gilt:

(a ° b)ord(a)ord(b) _ (aord(a))ord(b) ° (bord(b))ord(a) _ eord(b) ° eord(a) — ¢

Nach Lemma 4.22 gilt mithin ord(a o b)|ord(a) - ord(d).
Angenommen ord(a o b) < ord(a) - ord(b). Dann gibt es eine Primzahl p > 2 mit

ord(a) - ord(b) .

ord(a o b)
p

Da ord(a) und ord(b) teilerfremd sind, kann p nur eine der beiden Ordnungen teilen. Ohne
Beeintrachtigung der Allgemeinheit gelte p |ord(a). Somit folgt

ord(a)-ord(b) ord(a)-ord(b) ord(a) ord(a)-ord(b)
e = (a o b) D —a P o (bord(b)) Py P

und mithin gilt nach Lemma 4.22 auch

ord(a) ord(a)};ord(b)
Wegen p ford(b) folgt:
ord(a) or(;(a)

Dies ist jedoch ein Widerspruch. Somit gilt ord(a ob) = ord(a) - ord(b) und das Lemma ist
bewiesen. m

Lemma 4.24 Fs seien G eine endliche, abelsche Gruppe und a € G ein Element maxi-
maler Ordnung, d.h. ord(a) = max{ord(b)|b € G}. Dann gilt ord(b)|ord(a) fir alle b € G.

Beweis: Zum Beweis mittels Widerspruch nehmen wir an, dass b ein Element in G mit
ord(b) ford(a) ist. Dann gibt es eine Primzahl p > 2 mit:

p'| ord(a),  p*' ford(a), P! ord(b)
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. ord(b)
Wir definieren a’ =gef a?° und ¥/ =gt b P"' und bestimmen die Ordnungen von o’ und ¥':
ord(a) ) Ord(a)
ord(a') = OI’dEa)’ denn (CL,) Pt = (apz> Pt aord(a) — e
p
A i ord®) \ P
ord(¥) = p*, denn (V)P = (b P _ pord(®) _
ord(a)

Da p*! ford(a) sind —— und p'*! teilerfremd. Somit folgt aus Lemma 4.23
p

ord(a’ o ') = ord(a’) - ord(t/) = p - ord(a) > ord(a).

Dies ist jedoch ein Widerspruch zur Maximalitit der Ordnung von a und das Lemma ist
bewiesen. m

Definition 4.25 FEine Unteralgebra (H,o) einer Gruppe (G, o) heifst Untergruppe von G,
falls (H, o) eine Gruppe ist.

Proposition 4.26 Es seien G eine Gruppe und H eine Untergruppe von G. Dann sind
die neutralen Elemente von G und H identisch.

Beweis: Es seien ey ein neutrales Element von H und eq ein neutrales Element von G.
Es gilt egoeyg = ey und egoeyg = ey, d.h., e oeyg = eg o ey. Nach der Kiirzungsregel
fur G gilt eg = eg. ]

Proposition 4.27 Jede Unteralgebra einer endlichen Gruppe ist eine Untergruppe.

Beweis: Es sei (H,0) ein Unteralgebra der endlichen Gruppe (G, o). Die Assoziativitét
tibertrégt sich von H auf G. Fiir die Existenz des neutralen Elementes und der inversen
Elemente sei b € H. Da H abgeschlossen ist unter o, gilt b € H fiir alle n € N. Nach
Proposition 4.21 hat b eine endliche Ordnung in G. Definiere m =gt ord(b). Dann gilt
e=0b"¢c Hund e = bo b™ !, Somit gehort das neutrale Element e zu H und b™ ! ist
das inverse Element zu b. [

Korollar 4.28 Ist G eine endliche Gruppe und sind H und K Untergruppen von G, so
ist H N K eine Untergruppe von G.

Beweis: H N K ist abgeschlossen unter den Gruppenoperationen. [ |

Korollar 4.29 FEs seien G eine endliche Gruppe und a € G ein beliebiges Element. Dann
18t Sq =det {e,a,aQ, ... ,aord(“)*l} die kleinste Untergruppe von G, die a enthdlt.
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Beweis: S, ist abgeschlossen unter den Gruppenoperationen. Jede Unteralgebra, die a
enthilt, muss auch a” fiir n € N enthalten. [ |

Definition 4.30 Eine Gruppe G heifit zyklisch, falls es ein b € G gibt mit G = {b'|i € Z}.
Das Element b heifst erzeugendes Element (bzw. Generator) von G.

Beispiele:

1. (Z,+) ist zyklisch mit 1 als erzeugendem Element.
2. (Zp,+n) ist zyklisch mit 1 als erzeugendem Element.

Korollar 4.31 Fiir eine endliche, zyklische Gruppe G mit dem Generator b € G gilt
|G| = ord(b).

Theorem 4.32 Es sei G eine zyklische Gruppe.
1. Ist |G| = o0, so ist G isomorph zu (Z,+).

2. Ist |G| =m < o0, so ist G isomorph zu (L, +m).

Beweis: (nur endliche Gruppen) Es sei G zyklisch mit erzeugendem Element b und
endlich, d.h., |G| = m fiir m € Np. Somit ist G = { b | i € {0,1,...,m — 1} } mit
ord(b) = m. Wir definieren die folgende Abbildung:

ht Zm—G i bl
Dann ist h bijektiv (wegen |Z,,| = |G|) und es gilt:
h(i)oh(j) = blob’
piti
ps-m+mod(i+j,m)
5 o pmod(i+jm)
pmod(i-+j,m)
pitmi
= h(i+mJ)

Damit ist das Theorem bewiesen. [

Beispiel: (Z}, -5) ist eine zyklische Gruppe mit erzeugendem Element 2:
{20,222 23} = {1,2,4,3}
Somit gilt (Z%,-5) = (Z4, +4) mittels der Abbildung:
01, 1+ 2, 24, 3—3
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Die eulersche Phi-Funktion ¢ : N; — N, ist definiert als:
p(n) =det |Zy]

Mit anderen Worten: ¢(n) ist die Anzahl der zu n teilerfremden Zahlen.

Lemma 4.33 Es sei G eine endliche Gruppe mit |G| = n. Dann gilt ord(a)|n fir alle
Elemente a € G.

Theorem 4.34 (Euler) Fir alle n € N mit n > 2 und fir alle a € Z, gilt

mod(a?™ n) = 1.

Beweis: Es sei a € Z}, mit k =q¢f ord(a). Nach Lemma 4.33 gilt k|¢(n) und wir erhalten
p(n) p(n)

mod(a?™, n) = mod(a* % ,n) = mod(1F ,n) = 1.

Damit ist das Theorem bewiesen. []

Theorem 4.35 (Fermat) Fir alle n € N mit n > 2 gilt:

n ist eine Primzahl <= mod(a" ', n) =1 fir alle a € Z, \ {0}

Beweis: Wir zeigen beide Richtungen einzeln.

(=) Es sei n eine Primzahl. Dann gilt Z! = Z, \ {0} und ¢(n) = n — 1. Nach Theorem
4.34 gilt somit mod(a™~t,n) = 1 fiir alle a € Z,, \ {0}.

(<) Essei 1 < p < n ein Teiler von n. Wir wollen zeigen, dass p = 1 gilt. Nach Voraus-
setzung gilt mod(p”~!,n) = 1 und folglich p"~' —1 =k -n = k- k' - p fiir geeignete
k, k' € Z. Damit p sowohl p”~! als auch 1 teilt, muss p = 1 gelten. Somit besitzt n
keine von 1 verschiedenen Teiler. Mithin ist n eine Primzahl.

Damit ist das Theorem bewiesen. []

4.4 Endliche Korper®

Zur Erinnerung: Ein Korper K = (K, +, ) ist eine Algebra mit:

(K1) (K,+) ist eine abelsche Gruppe mit dem neutralen Element 0, wobei inverse Ele-
mente mit —a fiir a € S bezeichnet werden.
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(K2) (K \ {0},-) ist eine abelsche Gruppe mit dem neutralen Element 1, wobei inverse
Elemente mit a~! fiir @ € S\ {0} bezeichnet werden.

(K3) Es gelten die Distributivgesetze fiir alle a,b,c € K:

Wie im Falle von Gruppen identifizieren wir einen Kérper mit seiner Tragermenge K.

Beispiele:

1. @,R und C (mit den iiblichen Operationen) sind Kérper.
2. (Za,+2,-2) ist ein Korper.
3. (Z4,+4,-4) ist kein Korper, denn: 242 =0 ¢ Z4 \ {0}

Proposition 4.36 In jedem Korper K gilt fir alle a € K :

a-0=0-a=0

Beweis: Es sei a € K. Aus den Distributivgesetzen erhalten wir:

O+ (a-0)=a-0=a-(0+0)=(a-0)+(a-0)
0+0-a)=0-a=(0+0)-a=(0-a)+(0-a)

Mit Hilfe der Kiirzungsregeln fiir Gruppen folgt 0 = a-0 = 0+ a. Damit ist die Proposition
bwiesen. [

Proposition 4.37 In jedem Korper K gilt fir alle a,b € K:
a-b=0 = a=0oderb=0

(Wir sagen auch: Kéorper sind nullteilerfrei.)

Beweis: Es gelte a - b = 0. Wir unterscheiden zwei Félle:

e 1. Fall: Es sei a = 0. Dann gilt die Aussage.

e 2. Full: Es sei a # 0. Dann gibt es ein multiplikatives Inverse a=! € K \ {0}. Somit
gilt nach Voraussetzung und Proposition 4.36:

b=1-b=a ' a-b=a1-0=0
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Damit ist die Proposition bewiesen. [ |

Theorem 4.38 Fiir allen € N mit n > 2 gilt:
(Zpy 4y n) ist ein Korper <= n ist eine Primzahl

Beweis: (Z,,+,) ist fiir alle n > 2 eine abelsche Gruppe; Distributivgesetze gelten
offensichtlich. Wir miissen noch zeigen, wann (Z, \ {0}, -,) eine (abelsche) Gruppe ist.

(<) Ist n eine Primzahl, so gilt Z = Z,, \ {0}. Somit ist (Z \ {0}, ;) eine Gruppe.

(=) Wir zeigen die Kontraposition. Es sei n also keine Primzahl. Somit gibt es ein
a € Z\ {0} mit ggT(a,n) > 1, dh., a ¢ Z}. Es sei a € Z \ {0} minimal mit
ggT(a,n) > 1. Dann gilt a|n. Es gibt somit b € Z\ {0} mit a-b=n bzw. a-, b= 0.
Somit ist (Zy, \ {0}, -n) kein Gruppoid, also auch keine Gruppe.

Damit ist das Theorem bewiesen. [ |
Fiir einen Korper K bezeichnen wir mit K* =go¢ K \ {0} die multiplikative Gruppe.
Theorem 4.39 In jedem endlichen Kérper K ist die multiplikative Gruppe K* zyklisch.

Beweis: Mit K ist auch K* endlich. Somit besitzt jedes Element von K* eine endliche
Ordnung in der Gruppe K*. Es sei a € K* ein Element maximaler Ordnung. Wir miissen
zeigen, dass ord(a) = |K*| gilt. Dazu betrachten wir das Polynom

p(.’E) = def xord(a) _1.

Wir kénnen nun wie folgt argumentieren:
1. Der Grad von p ist ord(a).
2. Fiir alle b € K* gilt ord(b)|ord(a).
3. Fiir alle b € K* gilt 4°4(®) =1, d.h., alle b € K* sind Nullstellen von p.

4. Ein Polynom vom Grad ord(a) hat hochstens ord(a) Nullstellen, d.h., ord(a) > |K*|.

Damit folgt ord(a) = |K*| und das Theorem ist bewiesen. |

Theorem 4.40 Fir n € N mit n > 2 gibt es genau dann einen Korper mit |K| = n
Elementen, wenn n = p* fir eine geeignete Primzahl p sowie ein geeignetes k € N gilt.
Sind Ky und Ky endliche Korper mit |K| = |Ka|, so gilt K1 = K.
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Der nach diesem Theorem (bis auf Isomorphie) eindeutige endliche Kérper mit p* Elemen-
ten heifit Galoiskorper und wird mit GF(p¥) bezeichnet.

Beispiel: Wir wollen den GF(4) konstruieren. Wie wir bereits wissen, ist
(Zg,+4,-4) kein Korper. Wir definieren also K =g¢r {0,1,a,b}, wobei 0 das
additive neutrale Element und 1 das multiplikative neutrale Element sind.

Zunichst legen wir die Multiplikation fest. Die zugehorige Verkniipfungstabelle

erhalten wir durch Wahl von a als erzeugendes Element (mit a’> = b und
a®=1):

-0 1 a b

0j]0 0 0 O

110 1 a b

al0 a b 1

b0 b 1 a

Durch die Multiplikation ergibt sich eine Verkniipfungstabelle fiir die Addition:

> ~ O+
R = OO
L o O |
— o o Qe
O = Q oo

Die Eintrége lassen sich wie folgt begriinden:

e Die Eintrége fiir das Nullelement 0 sind eindeutig festgelegt.
e Die Eintrédge flir a ermitteln wir wie folgt:
—a+1%#1,denn aus a+ 1 =1 folgt a = 0.
—a+1#a,dennaus a+1=a folgt 1 =0.
—a+1+#0,dennausa+1=0folgt 0 =a+a=a-(1+a?) =a-(1+b)
(wegen der Distributivgesetze), d.h., 1 +b =0 (wegen der Nullteiler-
freiheit) und folglich 1 +a =1+ b bzw. a = b.

Somit gilt @+ 1 = b und folglich a+b=a+a*>=a-(1+a)=a-b=1.

e Die inversen Elemente werden eindeutig aufgeteilt.
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