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Algebraische Strukturen ].

1.1 Grundbegriffe

Definition 1.1 Eine (universelle) Algebra (S, fi,..., f:) besteht aus einer nichtleeren
Menge S und Operatoren f1,..., f: der Stelligkeiten m1,...,ms € N, d.h. der Operator f;
ist eine Abbildung f; : S™ — S. Das Tupel (mq,...,m;) heifst Signatur der Algebra.

Beispiele: Im Folgenden werden Beispiele zum Begriff der Algebra diskutiert.

1. Die boolesche Algebra ({w,f},V, A, =) besteht aus der Menge der Wahr-
heitswerte w und f mit den wie folgt beschriebenen Operatoren:

—f =get W

s +<

f
f
w

g -~ >

.F
.F
f‘

g g\
g |2

W =gef f

Die Signatur der Algebra ist somit (2,2,1).

2. (N,+), (Z,+) und (N, +,-) sind Algebren.

3. Fiir die Menge S =ger { » € N | n ist eine Quadratzahl } C N ist (S, )
eine Algebra. (S, +) ist dagegen keine Algebra.

4. Es seien X ein endliches Alphabet und >* die Menge aller endlichen Wér-
ter iiber X. Der zweistellige Operator o : ¥* x ¥* — ¥* ist die Konkate-
nation zweier Worter « und y, d.h. z o y = a2y, wobei y an = angehingt
wird. Dann ist (3%, 0) eine Algebra.

5. Es seien U eine beliebige, nichtleere Menge, F(U) =qet { f | f: U — U }
und o die Hintereinanderausfithrung von Funktionen, d.h. fog : U — U ist
definiert durch (f o g)(z) =qef f(g(x)) fiir alle x € U. Dann ist (F(U), o)
eine Algebra.

Fiir die Stelligkeiten von Operatoren haben sich gewisse Namen eingebiirgert:

e Nullstellige Operatoren sind Konstanten, z.B. 0,42 und L.
e Einstellige Operatoren heilen undr, z.B. = +— 2%, x — -z und A — P(A).

o Zweistellige Operatoren heiflen bindr (oder Verknipfungen), z.B. (x,y) — max{z,y}
und (x,y) — ggT(z,y). Verkniipfungen werden hiufig durch die Infix-Notation statt
der Funktionsschreibweise angegeben, z.B. = + y statt +(z,y).
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2 Kapitel 1. Algebraische Strukturen

e Dreistellige Operatoren heiflen terndr, z.B. (z,y,z) +— if x then y else z und
(x,y,2) — 2 (zy + xz + yz).

Definition 1.2 Es sei (S,0) eine Algebra mit bindrer Verkniipfung o. Ein Element e € S
heifit

1. linksneutral gt (Va € S)[eoa =aq]
2. rechtsneutral <=4t (Va € S)[ace=d]

3. neutral < et € st linksneutral und rechtsneutral

Beispiele:

1. (N, ) besitzt 1 als neutrales Element, denn es gilt sowohl 1-n = n als
auch n -1 =n.

2. (N, +) besitzt kein neutrales Element.

3. Wir betrachten die Algebra ({a,b}, o) mit der wie folgt definierten Ver-
kniipfung o:

a
a
a

S o o

Q|0

Dann gilt sowohl aoca =a und aob ="b als auch boa =a und bo b =>.
Somit sind a und b linksneutrale Elemente. Andererseits sind weder a
noch b rechtsneutral, denn es gilt aob =0 und boa = a.

Proposition 1.3 Es sei (S,0) eine Algebra mit der bindren Verknipfung o. Sind ¢ € S
linksneutral und d € S rechtsneutral, so gilt ¢ = d.

Beweis: Da c linksneutral ist, gilt insbesondere c o d = d. Da d rechtsneutral ist, gilt
insbesondere ¢ = c o d. Somit gilt ¢ = co d = d. Damit ist die Proposition bewiesen. ]

Eine einfache Folgerung aus dieser Proposition ist das folgende Korollar.

Korollar 1.4 Jede Algebra (S, o) mit bindre Verkniipfung o besitzt hichstens ein neutrales
Element.

Beweis: Sind ¢ und d zwei neutrale Elemente von (S, o), so ist insbesondere ¢ linksneutral
und d rechtsneutral. Mithin gilt ¢ = d. Damit ist das Korollar bewiesen. ]

Beispiele: Wir geben die neutralen Elemente weiterer Algebren an.

1. In (¥*,0) ist das leere Wort ¢ das neutrale Element.
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1.1. Grundbegriffe 3

2. In (F(U),o0) ist die Identitétsfunktion idy : U — U : z +— x neutrales
Element.

Definition 1.5 Es sei (S, 0) eine Algebra mit bindrer Verkniipfung o und neutralem Ele-
ment e € S. Weiterhin seien a,x € S beliebig. Dann heifit x

1. linksinvers zu a def TOG=¢€
2. rechtsinvers zu a <gef QOT =e¢€

3. Inverses von a <qef T st linksinvers und rechtsinvers zu a

Beispiele:

1. In (Z,+) ist —x das Inverse von = € Z.

2. In (Q, ) ist 1/z das Inverse von x # 0.

3. In (Z \ {0}, ) besitzen nur —1 und 1 ein Inverses.
4

. Wir betrachten die Algebra ({e, a,b}, o) mit den paarweise verschiedenen
Elementen e, a,b und der wie folgt gegebenen Verkniipfung o:

Aus der Tabelle kann man ablesen, dass e das neutrale Element ist. Wei-
terhin ist zu sehen, dass aoa=aob=>boa =bob= e gilt. Mithin sind
a und b invers zu a aber auch invers zu b.

Das letzte Beispiel macht deutlich, dass im Allgemeinen in einer Algebra die Elemente
mehrere Inverse besitzen kénnen. In Algebren mit assoziativer Verkniipfung ist dies nicht
moglich. Es sei (S, 0) eine Algebra mit bindrer Verkniipfung o. Dann heifit o assoziativ,
falls fiir alle x,y, z € S gilt:

(zoy)oz=wo(yoz)

Proposition 1.6 Es sei (S, o) eine Algebra mit assoziativer Verkniipfung o und neutralem
Element e. Weiterhin seien a,x,y € S beliebig. Sind x linksinvers zu a und y rechtsinvers
zu a, so gilt x = y.

Beweis: Da e ein neutrales Element ist, gilt insbesondere x = x o e und y = e o y. Somit
ergibt sich mit Hilfe der Assoziativitét:

r=zxzoe=zxo(aoy)=(roa)oy=ecoy=y
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4 Kapitel 1. Algebraische Strukturen

Damit ist die Proposition bewiesen. [ |

Korollar 1.7 Jedes Element a € S einer Algebra (S,o) mit assoziativer Verkniipfung o
und neutralem Element e besitzt hochstens ein Inverses.

Beispiele: Wir geben die inversen Elemente fiir weitere Algebren an, soweit
sie existieren.
1. In (¥*,0) besitzt nur € ein Inverses.

2. In (F(U), o) besitzen genau die bijektiven Funktionen f ein Inverses.

Definition 1.8 Es sei (S, f1,..., fi) eine Algebra mit Signatur (mq,...,m;). Eine nicht-
leere Teilmenge S C S erzeugt eine Unteralgebra, falls S’ abgeschlossen ist unter
fiyo oy ft, dohe, fir allei € {1,...,t} und alle ay,...,am, € 5" gilt fi(ai,...,am,) € S".

Beispiele:

1. (N,+) ist eine Unteralgebra von (Z, +).

2. Es seien S =qof { n € N | n ist gerade } und S’ =gt N\ A. Dann sind
(S,+) und (5’, -) Unteralgebren von (N, +). Weiterhin ist (S, -) eine Unter-
algebra von (N, +); (S’ +) ist dagegen keine Unteralgebra von (N, +).

Im Folgenden fithren wir Morphismen ein. Morphismen sind Abbildungen zwischen Alge-
bren, die in einem gewissen Sinne vertrédglich mit den Operatoren sind.

Beispiele: Auf der Menge Zy =qet {0,1,...,k — 1} definieren wir die Multi-
plikation -, modulo k:
Tk Y =def mod(z -y, k)

Dann ist (Zg,-) fur alle & € N; eine Algebra. Wenn wir nun die beiden
Algebren (Zsg,-2) und ({w, f}, A) und insbesondere die Verkniipfungen

= Ol
o OO
— Ol
g >
— —h| —h
2 |2

vergleichen, so sind die beiden Algebren sehr dhnlich. Der Unterschied liegt
lediglich in der Benennung der Elemente und Operatoren. Spéter werden wir
solche Algebren isomorph nennen.

Skriptum zu Diskrete Strukturen



1.1. Grundbegriffe 5

Definition 1.9 Es seien A = (S, f1,...,f;) und A = <~,§, fi,.. ,ﬁ} zwei Algebren mit
gleicher Signatur (mq,...,my¢). Eine Abbildung h : S — S heifst Homomorphismus von A
nach A, falls fir alle i € {1,...,t} und alle ai,...,am, €S gilt:

fi(h(al)7 900y h(amz)) = h(fi(ah ceey ami))a

d.h., f; und f; sind mit h vertauschbar.

Beispiele: Wir demonstrieren das Konzept von Homomorphismen fiir einige
Algebren.

1. Fir die Algebren A =g4¢r (N, +) und A =g (Z,+) ist die Abbildung
h:N — Z :n — n ein Homomorphismus von A nach A, denn fiir alle
n,m € N gilt

h(n) 4+ h(m) =n+m = h(n +m).

2. Fir A =ger (N, +) und A =gt (Zj, +1) mit 4+ : (z,y) — mod(z + y, k)
ist die Abbildung h : N — Zj : n — mod(n, k) ein Homorphismus von A
nach A, denn wegen der Rechenregeln der Modularen Arithmetik gilt fiir

alle n,m € N:
h(n) +x h(m) = mod(h(n) + h(m), k)
mod(mod(n, k) + mod(m, k), k)
mod(n + m, k)
= h(n+m)

3. Fiir die Algebren A =g4¢¢ (X%, 0) mit der Konkatenation o als Verkniipfung
und A =g (N, +) ist die Abbildung h : ¥* — N : z — |z| (wobei |z|
die Linge von x bezeichnet) ein Homomorphismus, denn es gilt fiir alle
Woérter x,y € 2*

h(x) + h(y) = |z| + |y| = |z o y| = h(z o y).

Prop031t10n 1.10 Es sei h: S — S ein Homomorphismus von A = (S, fiy..., ft) nach
= (S, f1,..., f). Dann ist (h(S), f1,..., fi) eine Unteralgebra von A.

Beweis: Wir miissen die Abgeschlossenheit der Menge h(S) unter fi, ..., fr zeigen, d.h.,
fiir jeden Operator f; (der Stelligkeit m;) muss fiir alle d,...,éay,, € h(S) wiederum
fi(@1, ..., am;) € h(S) gelten. Es sei a; € h(S), d.h., es gibt ein a; € S mit h(a;) = a;.
Somit gilt:

fi(&b tet 7ami) = fi(h(al)a e ’h(amz)) = h(fi(ab Tt 7ami)) € h(S)

Damit ist die Proposition bewiesen. [
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Kapitel 1. Algebraische Strukturen

Definition 1.11 Es seien A = (S, f1,..., f;) und A = (S, fi,...
gleicher Signatur.

1. Eine Algebra h : S — S heifst (Algebra—)1§omorphismus von A nach A, falls h bijektiv
und ein Homomorphismus von A nach A ist.

,ft) 2wei Algebren mit

2. A und A heifien isomorph (symbolisch: A ~ fl), falls ein Isomorphismus von A nach
A existiert.

3. Gilt A=A, so heifst ein Isomorphismus von A nach A Automorphismus auf A.

Beispiele:

1. Fiir A =q¢¢ (N, +) und A =def ({ 2n | n € N },+) ist h : n — 2n ein

2.

Isomorphismus von A nach A.
Fiir A =ger (R>o,-) und A =gof (R,+) ist h: Rsg — R:

x — Inz (wegen

In(z -y) =Inz + Iny) ein Isomorphismus von A nach A.

. Auf A =4¢¢ (Zs3,+3) ist durch die Abbildung

0, fallsn=0
h:Zs—7Zs:n— < 2, fallsn=1
1, fallsn=2

ein Automorphismus gegeben.

1, fallsm=1
% . 3, fallsn =2
4, fallsn =4

ein Automorphismus gegeben.

. Auf A =qe¢ (Z%,+5) mit ZE =qer {1,2, 3,4} ist durch die Abbildung

Proposition 1.12 Ein Isomorphismus h von A = (S,0) nach A = (S,3) bildet neutrale
Elemente auf neutrale Elemente und inverse Elemente auf inverse Elemente ab.

Beweis: (nur fir Rechtsneutralitit) Es sei e € S rechtsneutral fiir o. Dann gilt fiir b € S

b3 h(e) =h(h™1(b)) 5 h(e) = h(h " (b) oe) = h(h™}

Somit ist h(e) ein rechtsneutrales Element von A.

() =b.

Analoge Argumentationen konnen fiir linksneutrale, neutrale, rechtsinverse, linksinverse,
inverse Elemente gefiihrt werden. Damit ist die Proposition bewiesen. ]

Proposition 1.13 Gibt es einen Isomorphismus h von A = (S, ) nach A = (5,8), so
gibt es einen Isomorphismus h von A = (S,3) nach A = (S, o).

Skriptum zu Diskrete Strukturen



1.1. Grundbegriffe 7

Beweis: Wir definieren h =g h"Y.Dah:8— 8 ~loijektiv ist, gibt es h:S — S stets
und h ist ebenfalls bijektiv. Weiterhin gilt fiir a,b € S:

hadb) = h(h(h ' (a)) s h(h™(
(h(h~"(a) o B~ (D))
“H(h(h (@) o hH(D)))
—(

)

b)))

1
1
1 a)o h_l(b)
o (D)

h
h
h
h(a

Somit ist & ein Homomorphismus und mithin ein Isomorphismus. Damit ist die Proposition
bewiesen. ]

Wichtige Typen von Algebren mit binidren Verkniipfungen Wir betrachten die
folgenden drei Eigenschaften fiir eine Algebra A = (S, o):

(E1) : Die Verkniipfungen o ist assoziativ.
(E2) : Es gibt ein neutrales Element e € S.

(E3) : Jedes Element a € S besitzt ein eindeutiges inverses Element.

Natiirlich kann fiir eine Algebra die Eigenschaft (E3) nur gelten, wenn auch (E2) gilt.

Definition 1.14 Es sei A = (S,0) eine Algebra mit bindrer Verkniipfung o. Dann wird A
einer der folgenden Namen zugewiesen, ja nachdem welche der Eigenschaften (E1), (E2)
oder (E3) gelten:

Name (E1) | (E2) | (E3)
Gruppoid

Halbgruppe X

Monoid X X

Gruppe X X X
Loop X X
Gruppoid mit 1 X

Version v1.25 Fassung vom 16. Juli 2012



8 Kapitel 1. Algebraische Strukturen

Definition 1.15 Ein Gruppoid (S, o) heif$t abelsch, falls aob = boa fir alle a,b € S gilt,
d.h., o ist kommutativ.

Beispiele:

1. Die Algebra A =g¢f ({a, b}, o) mit dem durch die Verkniipfungstabelle

Q|0
SO R
SRS

gegebenen Operator o ist lediglich ein nicht-abelscher Gruppoid, denn o
ist nicht assoziativ (wegen (aob)oa =aoa =>bund ao(boa) =aob=a)
und A besitzt kein neutrales Element (b ist zwar rechtsneutral aber nicht
linksneutral; a ist weder rechts- noch linksneutral). Die Kommutativitét
gilt ebenfalls nicht fiir o (wegen aob # bo a).

2. (N4, +) ist eine abelsche Halbgruppe, aber kein Monoid.
3. (N, +) ist ein abelscher Monoid, aber keine Gruppe.

4. (Z,+) ist eine abelsche Gruppe.

5. (Z,—) ist ein nicht-abelscher Gruppoid.

6. (X*,0) ist ein nicht-abelscher Monoid.

7. Die Algebra A =4t ({€,a,b}, o) mit dem durch die Verkniipfungstabelle

gegebenen Operator o ist ein abelscher Loop, denn o ist nicht assoziativ
(wegen ao (bob) = aoe =aund (aob)ob =bob = e), e ist das
neutrale Element und jedes Element ist zu sich selbstinvers. Die Kommu-
tativitdt von o folgt aus der Symmetrie der Verkniipfungstabelle entlang
der Diagonale von links oben nach rechts unten.

Skriptum zu Diskrete Strukturen



1.1. Grundbegriffe 9

Wichtige Typen von Algebren mit zwei biniren Verkniipfungen

Definition 1.16 Eine Algebra A = (S, +,-) der Signatur (2,2) heifit Ring, falls folgende
Bedingungen gelten:

1. (S, +) ist eine abelsche Gruppe mit neutralem Element 0 € S.
2. (S,-) ist ein Monoid mit neutralem Element 1 € S.

3. Fiir alle a,b,c € S gilt:

D.h., + und - sind distributiv.

Beispiele:

1. (Z,+,-) ist ein Ring.
2. ({w,f},®, A) ist ein Ring.
3. ({w,f},®,V) ist kein Ring, denn die Distributivitéit gilt nicht.

4. Die univariaten ganzzahligen Polynome bilden einen Ring.

Definition 1.17 FEine Algebra A = (S,+,-) der Signatur (2,2) heifst Korper, falls fol-
gende Bedingungen gelten:

1. (S, +) ist eine abelsche Gruppe mit neutralem Element 0 € S.
2. (S'\ {0}, ) ist eine abelsche Gruppe mit neutralem Element 1 € S.

3. Fiir alle a,b,c € S gilt

D.h., + und - sind distributiv.

Beispiele:

1. (Z,+,-) ist kein Korper.

2. ({w,f},®, A) ist ein Korper.

3. Die univariaten ganzzahligen Polynome bilden keinen Korper, denn es
gibt kein ganzzahliges Polynom p(x) mit x - p(z) = 1.

4. (Q,+,), (R,+,-) und (C, +,-) sind Korper.

Version v1.25 Fassung vom 16. Juli 2012



10 Kapitel 1. Algebraische Strukturen

Wichtiger Typ von Algebren mit drei Operatoren

Definition 1.18 FEine Algebra A = (S,+,-,”) der Signatur (2,2, 1) heifit boolesche Alge-
bra, falls folgende Bedingungen gelten:

1. (S,+) ist ein abelscher Monoid mit neutralem Element 0 € S.
2. (S,-) ist ein abelscher Monoid mit neutralem Element 1 € S.
3. Firalleae S gilta+a=1 unda-a=0.
4. Fir alle a,b,c € S gilt:
a-(b+c) = (a-b)+(a-c)
a+(b-c) = (a+b)-(a+c)

Beispiele:

1. ({w,f}, Vv, A, ) ist eine boolesche Algebra.
2. (P(A),U,n,™) ist eine boolesche Algebra (fiir beliebiges A).

1.2 Gruppen

Zur Erinnerung: Eine Gruppe (G, o) ist ein Gruppoid mit den folgenden Eigenschaften:

(G1) Die Verkniipfung o ist assoziativ auf G.
(G2) Es gibt ein neutrales Element e € G.

(G3) Fiir jedes Element a € G gibt es ein Inverses a~! € G.

Im Folgenden werden wir eine Gruppe (G, o) mit der Triagermenge G identifizieren.

Theorem 1.19 Es seien G eine Gruppe, a,b,c € G und x,y € G. Dann gilt:

1. Involutionsregel:
a=(a"H!

2. Kiirzungsregeln:
aob=cob < a=c
boa=boc < a=c
3. Eindeutige Losbarkeit linearer Gleichungen:

aox=b < z=a 'ob

roa=b < z=boqa !

Skriptum zu Diskrete Strukturen



1.2. Gruppen 11

Beweis: (Involutionsregel) Wir definieren b =gt (a=!)~!, d.h., b ist das inverse Element
von ¢~ ! in G. Dann gilt

b=boe=bo(atoa)=(hoa')oa=coa=a

Die anderen Regeln sind &hnlich zu beweisen. Damit ist der Satz bewiesen. |

Wir fiihren einige Schreibweisen ein fiir eine Gruppe G, a € G und n € N:

0
a =def €
A" =gef aoa™ ! firn>1

afn =dof (afl)n
Hierbei heifit ™ die n-te Potenz von a. Zu beachten ist, dass a~" wohldefiniert ist:
(a—l)n — (a—l)n o (an o (an)—l) — ((a—l)n Oan) o (an)—l —eco (an)—l — (an)—l

Im Allgemeinen gelten folgende Rechenregeln fiir alle m,n € Z und a € G:

CLm o an — am—i—n
a"=a" = d" "=c¢

Definition 1.20 Es seien G eine Gruppe und a € G. Die Ordnung ord(a) von a ist
die kleinste Zahl r € Ny mit a” = e. Fulls kein solches r existiert, dann definieren wir
ord(a) =gef 00.

Beispiele:

1. In (Z,+) gilt ord(0) = 1 und ord(n) = oo fiir alle n € Z \ {0}.

2. In (Zj2,+12) sind die Ordnung fiir die Elemente der folgenden Tabelle zu
entnehmen:

ord(a) |

Proposition 1.21 FEs sei G eine endliche Gruppe. Dann hat jedes Element in G eine
endliche Ordnung.

Beweis: Es sei a € G. Dann sind alle Elemente a°,al,. .., alCll ebenfalls Elements von

G. Da G nur ||G|| Elemente enthélt, sind unter diesen ||G|| + 1 Elementen mindestens
zwei gleiche Elemente af und o/ mit k # j. Wir wihlen k& minimal mit of = o/ fiir
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12 Kapitel 1. Algebraische Strukturen

0<j<k—1. Esgilt a7 = e. Da k minimal ist, muss j = 0 gelten. Mithin gilt a* = e
und somit ord(a) = e. Damit ist die Proposition bewiesen. ]

Lemma 1.22 Es seien G eine Gruppe und a € G mit ord(a) < co. Dann gilt:

a* =e < ord(a)lk

Beweis: Wir zeigen beide Richtungen einzeln.

(=) Mit k = s-ord(a) +r fir r,s € Nmit 0 < r < ord(a) folgt:

e — ak _ as-ord(a)-{-r _ (aord(a))

SoaT:esoaTzeoaT:aT

Wegen r < ord(a) gilt » = 0. Somit gilt k = s - ord(a) bzw. ord(a)|k.

(<) Mit k = s - ord(a) gilt a* = (a4@))s = ¢5 = ¢.

Damit ist das Lemma bewiesen. []

Lemma 1.23 Es sei G eine abelsche Gruppe. Es seien a,b € G FElemente endlicher,
teilerfremder Ordnung, d.h., ord(a),ord(b) < oo und ggT(ord(a),ord(b)) = 1. Dann gilt:

ord(a o b) = ord(a) - ord(b)

Beweis: Da G abelsch ist, gilt:

(a o b)ord(a)-ord(b) _ (aord(a))ord(b) o (bord(b))ord(a) _ eord(b) o eord(a) —e

Nach Lemma 1.22 gilt mithin ord(a o b)|ord(a) - ord(b).
Angenommen ord(a o b) < ord(a) - ord(b). Dann gibt es eine Primzahl p > 2 mit

ord(a) - ord(b) .

ord(a o b)
p

Da ord(a) und ord(b) teilerfremd sind, kann p nur eine der beiden Ordnungen teilen. Ohne
Beeintriachtigung der Allgemeinheit gelte p | ord(a). Somit folgt

ord(a)-ord(b) ord(a)-ord(b) ord(a) ord(a)-ord(b)
e=(aob) p =aq P o (bord(b)) P—q p

und mithin gilt nach Lemma 1.22 auch

ord(a) - ord(b)

ord(a) 5
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Wegen p ford(b) folgt:

d
ord(a) ord(a)
p
Dies ist jedoch ein Widerspruch. Somit gilt ord(a o b) = ord(a) - ord(b) und das Lemma ist
bewiesen. [ |

Lemma 1.24 FEs seien G eine endliche, abelsche Gruppe und a € G ein Element maxi-
maler Ordnung, d.h. ord(a) = max{ord(b)|b € G}. Dann gilt ord(b)| ord(a) fir alle b € G.

Beweis: Zum Beweis mittels Widerspruch nehmen wir an, dass b ein Element in G mit
ord(b) ford(a) ist. Dann gibt es eine Primzahl p > 2 mit:

p'| ord(a),  p*t ford(a), P ord(b)

) ord(b)
Wir definieren a’ =gef a?” und ¥ =q¢ b P und bestimmen die Ordnungen von o’ und ¥':

ord(a) _ Ord(a)
OI‘d(CLl) = Ordfa)7 denn (a/) pz — (aﬂ‘) pl — aord(a) —e
p
j i+1 ord(b) P
ord(t') = p*, denn (V)P = (b P _pord®) _

Da p'*! ford(a) sind LZ@) und p**! teilerfremd. Somit folgt aus Lemma 1.23
p

ord(a’ o V') = ord(a’) - ord(t') = p - ord(a) > ord(a).

Dies ist jedoch ein Widerspruch zur Maximalitdt der Ordnung von a und das Lemma ist
bewiesen. ]

Definition 1.25 FEine Unteralgebra (H, o) einer Gruppe (G, o) heifit Untergruppe von G,
falls (H, o) eine Gruppe ist.

Proposition 1.26 Es seien G eine Gruppe und H eine Untergruppe von G. Dann sind
die neutralen Elemente von G und H identisch.

Beweis: Es seien ey ein neutrales Element von H und eg ein neutrales Element von G.
Es gilt egyoeyg = ey und egoeyg = ey, d.h., eg oeyg = eg o ery. Nach der Kiirzungsregel
fir G gilt ey = eg. [ |

Proposition 1.27 Jede Unteralgebra einer endlichen Gruppe ist eine Untergruppe.
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14 Kapitel 1. Algebraische Strukturen

Beweis: Es sei (H, o) ein Unteralgebra der endlichen Gruppe (G, o). Die Assoziativitét
tibertrégt sich von H auf G. Fiir die Existenz des neutralen Elementes und der inversen
Elemente sei b € H. Da H abgeschlossen ist unter o, gilt " € H fiir alle n € N. Nach
Proposition 1.21 hat b eine endliche Ordnung in G. Definiere m =4 ord(b). Dann gilt
e=0b"¢c Hund e = bo b™ !, Somit gehoért das neutrale Element e zu H und b™ ! ist
das inverse Element zu b. ]

Korollar 1.28 Ist G eine endliche Gruppe und sind H und K Untergruppen von G, so
ist H N K eine Untergruppe von G.

Beweis: H N K ist abgeschlossen unter den Gruppenoperationen. ]

Korollar 1.29 FEs seien G eine endliche Gruppe und a € G ein beliebiges Element. Dann
ist Sq =def {e, a,a’, ... ,aord(“)_l} die kleinste Untergruppe von G, die a enthdlt.

Beweis: S, ist abgeschlossen unter den Gruppenoperationen. Jede Unteralgebra, die a
enthélt, muss auch a™ fiir n € N enthalten. [ |

Definition 1.30 Eine Gruppe G heifit zyklisch, falls es ein b € G gibt mit G = {b'|i € Z}.
Das Element b heifit erzeugendes Element (bzw. Generator) von G.
Beispiele:

1. (Z,+) ist zyklisch mit 1 als erzeugendem Element.
2. (Zp,+n) ist zyklisch mit 1 als erzeugendem Element.

Korollar 1.31 Fir eine endliche, zyklische Gruppe G mit dem Generator b € G gilt
I|G|| = ord(b).

Theorem 1.32 Es sei G eine zyklische Gruppe.

1. Ist |G| = oo, so ist G isomorph zu (Z,+).

2. Ist |G| = m < o0, so ist G isomorph zu (L, +m)-
Beweis: (nur endliche Gruppen) Es sei G zyklisch mit erzeugendem Element b und
endlich, d.h., |G|| = m fiir m € N;. Somit ist G = { b' | i € {0,1,...,m — 1} } mit
ord(b) = m. Wir definieren die folgende Abbildung:

h: Zpy— G : i b
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Dann ist h bijektiv (wegen ||Z,,|| = ||G]|) und es gilt:

h(i)oh(j) = blob’
piti
pys-m-mod(i-+j.m)
o5 o ymod(i+i.m)
pmod(i+jm)
-

= h(Z +m])

Damit ist das Theorem bewiesen. ]

Beispiel: (Z%, 5) ist eine zyklische Gruppe mit erzeugendem Element 2:
{2021 22 23} = {1,2,4,3}
Somit gilt (Z%,5) = (Z4, +4) mittels der Abbildung:

01, 1— 2, 24, 3—3

Die eulersche Phi-Funktion ¢ : N — N, ist definiert als:
p(n) =det |12y

Mit anderen Worten: ¢(n) ist die Anzahl der zu n teilerfremden Zahlen.

Lemma 1.33 Es sei G eine endliche Gruppe mit ||G|| = n. Dann gilt ord(a)|n fir alle
Elemente a € G.

Theorem 1.34 (Euler) Fir alle n € N mit n > 2 und fir alle a € Z;, gilt

mod(a?™ n) = 1.

Beweis: Es sei a € Z}, mit k =qef ord(a). Nach Lemma 1.33 gilt k|¢(n) und wir erhalten
mod(a?™ n) = mod(a®F ,n) = mod(1° % ,n) = 1.

Damit ist das Theorem bewiesen. []

Theorem 1.35 (Fermat) Fiir allen € N mit n > 2 gilt:

n ist eine Primzahl <= mod(a" 1, n) =1 fir alle a € Z, \ {0}
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16 Kapitel 1. Algebraische Strukturen

Beweis: Wir zeigen beide Richtungen einzeln.

(=) Es sei n eine Primzahl. Dann gilt Z} = Z, \ {0} und ¢(n) = n — 1. Nach Theorem
1.34 gilt somit mod(a™!,n) = 1 fiir alle a € Z,, \ {0}.

(<) Es sei 1 < p < n ein Teiler von n. Wir wollen zeigen, dass p = 1 gilt. Nach Voraus-
setzung gilt mod(p"~!,n) = 1 und folglich p»' —1 =k -n =k -k - p fiir geeignete
k, k' € Z. Damit p sowohl p"~! als auch 1 teilt, muss p = 1 gelten. Somit besitzt n
keine von 1 verschiedenen Teiler. Mithin ist n eine Primzahl.

Damit ist das Theorem bewiesen. []

1.3 Endliche Koérper

Zur Erinnerung: Ein Kérper K = (K, +, ) ist eine Algebra mit:

(K1) (K,+) ist eine abelsche Gruppe mit dem neutralen Element 0, wobei inverse Ele-
mente mit —a fiir a € S bezeichnet werden.

(K2) (K \ {0},-) ist eine abelsche Gruppe mit dem neutralen Element 1, wobei inverse
Elemente mit a~! fiir @ € S\ {0} bezeichnet werden.

(K3) Es gelten die Distributivgesetze fiir alle a,b,c € K:
a-(b+c) = (a-b)+(a-c)
(b+c)-a = (b-a)+(c-a)

Wie im Falle von Gruppen identifizieren wir einen Kérper mit seiner Tragermenge K.

Beispiele:
1. Q,R und C (mit den iiblichen Operationen) sind Kérper.
2. (Za,+2,-2) ist ein Korper.
3. (Z4,+4,-4) ist kein Korper, denn: 242 =10 ¢ Z4 \ {0}
Proposition 1.36 In jedem Korper K gilt fir alle a € K:

a-0=0-a=0

Beweis: Es sei a € K. Aus den Distributivgesetzen erhalten wir:

0+(a-0)=a-0=a-(04+0)=(a-0)+(a-0)
0+(0-a)=0-a=(0+0)-a=(0-a)+(0-a)
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Mit Hilfe der Kiirzungsregeln fiir Gruppen folgt 0 = a-0 = 0-a. Damit ist die Proposition
bwiesen. -

Proposition 1.37 In jedem Korper K gilt fir alle a,b € K :
a-b=0 = a=0o0derb=0

(Wir sagen auch: Korper sind nullteilerfrei.)

Beweis: Es gelte a - b = 0. Wir unterscheiden zwei Félle:

e 1. Fall: Es sei a = 0. Dann gilt die Aussage.

e 2. Fall: Es sei a # 0. Dann gibt es ein multiplikatives Inverse a~! € K \ {0}. Somit
gilt nach Voraussetzung und Proposition 1.36:

b=1-b=a'a-b=a'-0=0

Damit ist die Proposition bewiesen. [

Theorem 1.38 Fiir allen € N mit n > 2 gilt:

(Zpy 4y n) ist ein Korper <= n ist eine Primzahl

Beweis: (Zj,+,) ist fir alle n > 2 eine abelsche Gruppe; Distributivgesetze gelten
offensichtlich. Wir miissen noch zeigen, wann (Z,, \ {0}, -») eine (abelsche) Gruppe ist.

(<) Ist n eine Primzahl, so gilt Z;} = Z,, \ {0}. Somit ist (Z \ {0}, -,,) eine Gruppe.

(=) Wir zeigen die Kontraposition. Es sei n also keine Primzahl. Somit gibt es ein
a € Z\ {0} mit ggT(a,n) > 1, dh., a ¢ Z}. Es sei a € Z \ {0} minimal mit
ggT(a,n) > 1. Dann gilt a|n. Es gibt somit b € Z\ {0} mit a-b=n bzw. a -, b= 0.
Somit ist (Zy, \ {0}, ) kein Gruppoid, also auch keine Gruppe.

Damit ist das Theorem bewiesen. []

Fiir einen Kérper K bezeichnen wir mit K* =go¢ K \ {0} die multiplikative Gruppe.

Theorem 1.39 In jedem endlichen Korper K ist die multiplikative Gruppe K* zyklisch.
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18 Kapitel 1. Algebraische Strukturen

Beweis: Mit K ist auch K* endlich. Somit besitzt jedes Element von K* eine endliche
Ordnung in der Gruppe K*. Es sei a € K* ein Element maximaler Ordnung. Wir miissen
zeigen, dass ord(a) = ||K™|| gilt. Dazu betrachten wir das Polynom

p(z) =qor 27 — 1.
Wir kénnen nun wie folgt argumentieren:
1. Der Grad von p ist ord(a).
2. Fiir alle b € K* gilt ord(b)|ord(a).
3. Fiir alle b € K* gilt v°"4(®) = 1, d.h., alle b € K* sind Nullstellen von p.

4. Ein Polynom vom Grad ord(a) hat héchstens ord(a) Nullstellen, d.h., ord(a) > || K*||.

Damit folgt ord(a) = |[|[K*|| und das Theorem ist bewiesen. |

Theorem 1.40 Fir n € N mit n > 2 gibt es genau dann einen Kérper mit | K| = n
Elementen, wenn n = p* fir eine geeignete Primzahl p sowie ein geeignetes k € N gilt.
Sind K1 und Ks endliche Kéorper mit || K1 || = || K2l|, so gilt K1 = K.

Der nach diesem Theorem (bis auf Isomorphie) eindeutige endliche Kérper mit p* Elemen-
ten heifit Galoiskdrper und wird mit GF(p*) bezeichnet.

Beispiel: Wir wollen den GF(4) konstruieren. Wie wir bereits wissen, ist
(Z4,+4,-4) kein Korper. Wir definieren also K =g¢r {0,1,a,b}, wobei 0 das
additive neutrale Element und 1 das multiplikative neutrale Element sind.

Zunéchst legen wir die Multiplikation fest. Die zugehorige Verkniipfungstabelle

erhalten wir durch Wahl von a als erzeugendes Element (mit a?> = b und
a®=1):
0 1 a b
00 0 0 O
110 1 a b
a0 a b 1
b0 b 1 a

Durch die Multiplikation ergibt sich eine Verkniipfungstabelle fiir die Addition:

> o~ O+
Q= OO
SIS el e
— o o
SO = Q oo
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1.3. Endliche Koérper 19

Die Eintrage lassen sich wie folgt begriinden:

e Die Eintrége fiir das Nullelement 0 sind eindeutig festgelegt.
e Die Eintrége fiir a ermitteln wir wie folgt:
—a+1%#1,denn aus a+ 1 =1 folgt a = 0.
—a+1#a,denn aus a+ 1 =a folgt 1 =0.
—a+1+#0,dennausa+1=0folgt 0 =a+a®=a-(1+a?) =a-(1+b)
(wegen der Distributivgesetze), d.h., 1 +b = 0 (wegen der Nullteiler-
freiheit) und folglich 1 +a =1+ b bzw. a = b.

Somit gilt @ + 1 = b und folglicha+b=a+a*>=a-(1+a)=a-b=1.

e Die inversen Elemente werden eindeutig aufgeteilt.
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Kombinatorik 2

Der Schwerpunkt in diesem einfithrenden Kapitel iiber Kombinatorik liegt auf dem Abzéh-
len endlicher Mengen.

2.1 Grundregeln des Abzahlens

Lemma 2.1 (Summenregel) Es seien Ai,..., A, endliche, paarweise disjunkte Men-
gen. Dann gilt:

141 U U Al =Y 1|45
j=1

Beweis: Wegen der paarweisen Disjunktheit der Mengen kommt jedes Element aus
A1 U---UA, in genau einer Menge A; vor. ]

Lemma 2.2 Es seien A und B endliche Mengen. Es gibt genau dann eine Bijektion
f:A— B, wenn |A|| = ||B|| gilt.

Beweis: Siehe Satz 3.19 (aus dem Kapitel iiber Funktionen und Abbildungen im Skriptum
Mathematische Grundlagen der Informatik). [ |

Lemma 2.3 (Produktregel) FEs seien Ay,..., A, endliche Mengen. Dann gilt:

141 x - x An]l = [T 1451
j=1

Beweis: Wir beweisen die Aussage mittels Induktion iiber die Anzahl n der Mengen.

o Induktionsanfang: Fiir n = 1 ist die Aussage offensichtlich.

o Induktionsschritt: Es sei n > 1. Weiterhin seien Ay,..., A, endliche Mengen. Wir
setzen

A" =ge Ap XX Apy
By =def { (:cl,...,xn_1,y) ’ (a:l,...,mn_l) e A* } fiir Yy e A,
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22 Kapitel 2. Kombinatorik

Fiir die so definierten Mengen gelten folgende Eigenschaften:

(i) Die Mengenfamilie { B, | y € A, } ist eine Partition von A; x --- x A,.
(ii) Fiir jedes y € A,, ist die Funktion

Jfy:By — A" (x1,...,2n—1,Y) — (T1,...,ZTp_1)

eine Bijektion, d.h. ||By|| = ||A*| fur alle y € A, (nach Lemma 2.2).

Damit erhalten wir:

|AL x -+ x Ay = U By (nach Eigenschaft (i))
yEA,
= Z | Byl (nach Lemma 2.1 und Eigenschaft (i))
yEAn
= Z | Al (nach Lemma 2.2 und Eigenschaft (ii))
yEAn,
= [1AT[- A
n—1
= H 1451 ] - | An]| (nach Induktionsvoraussetzung)
j=1

n
= T4l
j=1
Damit ist das Lemma bewiesen. [ ]

Lemma 2.4 (Potenzregel) Es seien A und B endliche Mengen mit ||A|| = m und
|B|| = n. Dann existieren genau n™ Funktionen f: A — B.

Beweis: Nach Lemma 2.2 diirfen wir A = {1,...,m} ohne Beeintrichtigung der Allge-
meinheit annehmen. Jeder Funktion f : A — B kann nun eineindeutig (injektiv) ein Tupel
(f(1),..., f(m)) € B™ zugeordnet werden. Auflerdem entspricht jedes Tupel (die Werte-
tabelle) (y1,...,ym) € B™ einer Funktion f : A — B : j — y;. Damit ist die Zuordnung
sowohl injektiv als auch surjektiv, also eine Bijektion. Aus Lemma 2.2 und Produktregel
(Lemma 2.3) folgt somit

{F1 A= B =I[B"|=I[B["=n"

Damit ist das Lemma bewiesen. []

Beispiel: Wie viele boolesche Funktionen mit n Variablen gibt es? Die Antwort
lautet | { £ | £:{0,1}" — {0,1} }]| = 22"
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Korollar 2.5 Fiir endliche Mengen A mit || Al =n gilt |P(A)|| = 2.
Beweis: Wir konstruieren eine Bijektion zwischen P(A) und der Menge der Funktionen
f:+A—{0,1}. Dazu definieren wir fiir eine Menge B € P(A) die Funktion:

1 fallszeB

CB:A_’{O’l}:xH{ 0 fallsz¢ B

Diese Zuordnung ist offensichtlich eine Bijektion zwischen P(A) und der Menge der Funk-
tionen f: A — {0,1}. Nach der Potenzregel (Lemma 2.4) und Lemma 2.2 gilt folglich

[P = r1f:A—=A{01} }H=2"

Damit ist das Korollar bewiesen. [ ]

Die im Beweis von Korollar 2.5 angegebenen Funktionen haben einen Namen: Fiir eine
Menge B C A heifit cg die charakteristische Funktion von B.

2.2 Urnenmodelle

Urnenmodelle stellen ein typisches Szenario fiir kombinatorische Problemstellungen dar.
Die einfachste Situation ist die folgende: In einer Urne liegen n unterscheidbare Kugeln,
von den k Kugel gezogen werden diirfen. Die zu beantwortende Frage ist dann: Wie viele
Moglichkeiten gibt es diese k Kugeln zu ziehen? Zur Prizisierung des Szenarios werden
Unterschiede danach gemacht, ob

e die Reihenfolge, in der die Kugeln gezogen werden, eine Rolle spielt,

e gezogene Kugeln wieder zuriickgelegt werden oder nicht.

Damit ergeben sich vier verschiedene Szenarios.

Theorem 2.6 Die Anzahl der Mdglichkeiten, aus einer Urne mit n Kugeln k Kugeln
auszuwdahlen, ist durch folgende Tabelle gegeben:

mit Zuriicklegen ohne Zuriicklegen

n!
mit Rethenfolge nk nE =gt F

‘ n+k—1 n n!
ohne Reihenfolge ( i ) (k) =def El(n —k)!
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Die im Theorem mitdefinierten Grofen n¥ und (Z) heiflen fallende Faktorielle von n der
Linge k sowie Binomialkoeffizient (,n iber k“).

Beispiel: Wir geben fiir jedes der vier Szenarien Beispiele an:

mit Zuriicklegen ohne Zuriicklegen
PIN-Codes: Wettkdmpfe:
mit Reihenfolge | e n =10 Ziffern e n = 10 Starter
(geordnet) e it = 4 Stellen e i = 3 Medaillen
e 10.000 Codes e 720 Siegerehrungen
Wahlen: Lotto:
ohne Reihenfolge | @ n = 3 Kandidaten e n =49 Kugeln
(ungeordnet) e k£ =100 Wihler e k =6 Kugeln
e 5.151 Wahlausgénge | e 13.983.816 Ziehungen

Beweis: Wir beweisen alle Fille einzeln, aber aufeinander aufbauend:

e Ziehen mit Zuricklegen, mit Reihenfolge: Jede Auswahlmoglichkeit entspricht einer
Funktion f : {1,...,k} — {1,...,n}, wobei f(i) genau der Kugel entspricht, die
als i-te Kugel gezogen wurde. Nach der Potenzregel (Lemma 2.4) gibt es somit n”
Moglichkeiten.

e Ziehen ohne Zuriicklegen, mit Reihenfolge: Fiir die erste gezogene Kugel gibt es n
Moglichkeiten, fiir die zweite gezogene Kugel gibt es n — 1 Moglichkeiten. Fiir die
k-te gezogene Kugel (k < n) gibt es mithin noch n — k 4+ 1 Méglichkeiten. Insgesamt
gibt es damit

no(n—1)- - (n—k+1)=
Moglichkeiten.

e Ziehen ohne Zuriicklegen, ohne Reihenfolge: Mit Beriicksichtigung der Reihenfolge
gibt es (nﬁi'k)' Auswahlmoglichkeiten. Wenn die Reihenfolge keine Rolle mehr spielt,
zéhlen alle Auswahlfolgen, bei denen die gleichen k Kugeln gezogen wurden, nur
noch als eine Auswahlmoglichkeit. Dies sind gerade k! viele. Damit gibt es insgesamt

n! 1 n! _(n
(n—K! K En-Fk! \k
Moglichkeiten.

e Ziehen mit Zuriicklegen, ohne Reihenfolge: Da jede Kugel mehrmals gezogen werden
kann, die Reihenfolge jedoch keine Rolle spielt, ist nur wichtig, wie oft eine Kugel

gezogen wird. Es sei also (aq,...,a,) ein Tupel mit den entsprechenden Anzahlen,
wobei a; gerade angibt, wie oft die Kugel j gezogen wird. Fiir ein Anzahltupel
(ai,...,ay) muss nun gelten:

(i) aj € {0,...,k} fir alle j € {1,...,n}
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(ii) a1+ +ap, =k

Wir miissen nun zéihlen, wie viele derartige Tupel es geben kann. Dazu repésentieren
wir die Tupel in einer anderen Weise, die es uns ermdoglicht, das Szenario zu wechseln.
Wir verwenden k-mal das Symbol * und (n — 1)-mal das Symbol |. Ein Anzahltupel
(a1, ...,ay) wird nun (injektiv) durch die Symbolfolge

—_—— I ——

ay a2 an

reprasentiert. Umgekehrt entspricht auch jede Symbolfolge, die k-mal das Symbol *
und (n — 1)-mal das Symbol | enthélt, einem Anzahltupel mit obigen Eigenschaften.
Demzufolge ist die Représentierung eine Bijektion zwischen der Menge der Anzahltu-
pel und der Menge der Symbolfolgen. Die Anzahl moglicher Symbolfolgen zu bestim-
men, entspricht aber gerade dem Ziehen von k Positionen fiir das Symbol * aus
n+ k — 1 moglichen Positionen ohne Zuriicklegen und ohne Reihenfolge. Mithin gibt

es insgesamt
n+k—1
k

Damit ist das Theorem bewiesen. []

Moglichkeiten.

2.3 Binomialkoeffizienten

Aus dem letzten Abschnitt (Theorem 2.6) wissen wir, dass die Anzahl der Moglichkeiten

aus n Kugeln k£ Kugeln ungeordnet ohne Zuriicklegen zu ziehen gerade dem Binomialkoef-

fizienten (Z) entspricht. Da Binomialkoeffizienten auch iiber die reine Kombinatorik hinaus

wichtig sind, wollen in diesem Abschnitt die wichtigsten Eigenschaften von Binomialko-
effizienten festhalten. Dazu definieren wir den Binomialkoeffzienten noch einmal explizit:
Fiir n, k € N definieren wir

n n! ) ny .
<k> —def m, mit <k‘) =0 fir k >n .

Ein einfache, sofort einsichtige Beobachtung ist:

n\ n
k) \n—k
Damit lasst sich der Binomialkoeffizient konsistent auch fiir negative Werte fiir k£ definieren:

<Z> —qt 0 fir k€ Z\N.
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Theorem 2.7 (PAascaLsches Dreieck) Firn € Ny und k € N gilt
n\y (n-—1 o n—1
k) \k—-1 k)

Wir geben zwei Beweise fiir das Theorem an.

Beweis: (rechnerisch) Wir fithren eine Fallunterscheidung beziiglich der Werte von k
durch:

n n—1 n—1
Fir k = d 1 gilt =1= .
e Fiir Ound n>1gi <O> <_1>+< 0 >

e Fiir 0 < £ < n rechnen wir aus:

<Z: i) + <n k 1> - ® —(Tll)!_(i)i P k!(r(Ln—_ll—)!k)!

B (n—1)! k (n—1)! n—k
T G- Dm—R ko Hm—1-R n—k
 (n=-Dk (n—1ln—k)
T A oy B
- Dk+n—k)
ki (n — k)!

ICEE

Hn k)!

n n—1 n—1
Fi 1 gil =0= .
o Firk >n> g1t<k> 0 <k—1>+< 1 )

Damit ist das Theorem durch Nachrechnen bewiesen. [ |

Beweis: (kombinatorisch) Wir interpretieren die Gleichung als Bestimmung der Kardina-
litdt von Mengen auf zwei verschiedene Weisen. Es seien n € N1 und k € N. Wir definieren
folgende Mengenfamilien:

F =daef {{a1,...,ax}]a;e{l,....,n} und a; #a; firi #j }
.7:+ =def {A‘AEfundléA}
F_  =def {A‘AE?HHdl%A}
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Die einzelnen Mengenfamilien stehen fiir folgende Urnenmodelle:

e F entspricht dem ungeordneten Ziehen von k& Kugeln aus n Kugeln ohne Zuriicklegen.

e F. entspricht dem ungeordneten Ziehen von k Kugeln aus n Kugeln ohne Zuriick-
legen, wobei Kugel 1 immer gezogen wird.

e F_ entspricht dem ungeordneten Ziehen von k Kugeln aus n Kugeln ohne Zuriick-
legen, wobei Kugel 1 nie gezogen wird.

Nun gilt offensichtlich F = F; U F_ sowie Fr N F_ =0, also || F| = || Fy¢| + |[|[F-| nach
der Summenregel (Lemma 2.1). Nach Theorem 2.6 gilt:

n n—1 n—1
6 A (i) R EA B
Mithin erhalten wir:
ny [(n-— 1 n n—1
k) \k—-1 k '

Damit ist das Theorem kombinatorisch bewiesen. ]

Beispiel: Der Dreiecksaufbau des rekursiven Zusammenhangs in Theorem 2.7
lasst sich leicht veranschaulichen und ist schon aus der Schule bekannt:

(o) 1

(1) G) 1 1
BNONG o
) () G) G oo

(x+y)" = z": (Z) " Ryk,

Das Binomialtheorem kann durch vollstindige Induktion iiber n bewiesen werden. Dies
ist eine gute Ubung zu Anwendung des PAscALschen Dreiecks. Wir geben einen anderen
Beweis.
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Beweis: (kombinatorisch) Es seien z,y € R und n € N beliebig. Durch Ausmultiplizieren
von (x + y)" erhalten wir:

n Faktoren

—
—_—

n Faktoren

Die Summanden kénnen zusammengefasst werden zu Produkten von jeweils n Faktoren,
von denen k Faktoren gerade y und n — k Faktoren gerade x sind. Die Summanden sind
also von der Form 2" *y*, da die Reihenfolge bei der Multiplikation keine Rolle spielt.
Die Anzahl der Produkte 2" *y* entspricht somit gerade dem Ziehen von k Kugeln (die
Positionen fiir y im Produkt) aus n Kugeln (die Gesamtheit aller Positionen fiir Faktoren),
d.h. (}). Folglich gilt insgesamt:

(x+y)" = (Z) z"ry"

Damit ist das Theorem bewiesen. []

Korollar 2.9 Fiir alle n € Ny gilt

Beweis: Nach dem Binomialtheorem gilt

0=(1-1)" i()ﬂk )’f:i(—n’f(;;‘).

Damit ist das Korollar bewiesen. []

Korollar 2.10 Fir alle n € N gilt
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Beweis: Nach dem Binomialtheorem gilt
" /n " /n
M =(14+1)"= 1Rk = :
o=y (=2 )

Damit ist das Korollar bewiesen. []

Theorem 2.11 (VANDERMONDEsche Identitéit) Fir k,m,n € N gilt
n—+m i n m
< G ) :;0 (a) (k—j)'

Beweis: (kombinatorisch) Es seien A und B disjunkte Mengen mit ||A|| = n und || B|| = m.
Fiir jedes j € {0,...,k} definieren wir die Mengenfamilie

Xj =aet { X | X CAUB,[[XNA|=jund [XNB|=k—j}

Es gibt (7;) viele j-elementige Teilmengen von A und (ij) viele (k — j)-elementige Teil-

mengen von B. Damit gilt
n m
Xill=1. -
%1 <J><k—3>

Wegen X; N X; = 0 fiir i # j folgt nun

(n—l};m> _ ;; 1] = ]E; (?) (kZ)

Damit ist das Theorem bewiesen. ]

Beispiel: Die Beweistechnik fiir Theorem 2.11 heifit Doppeltes Abzihlen. Wenn
zum Beispiel in einer Vorlesung n + m Studenten sitzen, n weibliche und m
ménnliche, wie viele verschiedene Gruppen mit genau k studenten gibt es dann?
Dies lésst sich auf zwei Arten bestimmen:

n+m

e Ohne Beriicksichtigung des Geschlechts erhalten wir ( 3 ) Gruppen.

e Mit Beriicksichtigung des Geschlechts zihlen wir fiir jedes j € {0,1,...,k}
alle Gruppen mit jeweils genau j weiblichen und genau k& — j ménnlichen
. . k
Studenten, damit also insgesamt » =0 (?) ( k"f]) Gruppen.
Da wir iiber dieselbe Menge von Studenten argumentieren, sind bei Anzahlen
gleich.
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2.4 Permutationen

Es sei A eine endliche Menge mit ||A|| = n. Eine Permutation von A ist eine bijektive Funk-
tion m: A — A. Ohne Beeintrichtigung der Allgemeinheit setzen wir stets A = {1,...,n}
voraus. Die Menge {1, ...,n} notieren wir auch als [n]. Weiterhin definieren wir die Menge

Sn =det { ™ | ™ : [n] — [n] ist eine Permutation },

die sogenannte symmetrische Gruppe von n Elementen.
Theorem 2.12 Fiir alle n € Ny gilt |S,|| = nl.

Beweis: ||S,|| entspricht dem Ziehen von n Kugeln aus einer Urne mit n Kugeln ohne
Zuriicklegen mit Beriicksichtigung der Reihenfolge. Nach Theorem 2.6 gilt

n!

m:n!.

1Sl =

Damit ist das Theorem bewiesen. ]

Ohne Beweis geben wir folgendes Resultat {iber das Verhalten der Fakultatsfunktion an:

Theorem 2.13 (STIRLINGsche Formel) Fir alle n € Ny gilt

n 1

2mn (E)n <n! <V2mn <E> eten,
e e
wobei e = e! = 2,718281828459 . .. die EULERsche Konstante ist.

Permutationen kénnen auf verschiedene Arten geschrieben werden. Im Folgenden behan-
deln wir drei Schreibweisen:

Matrixschreibweise: Dazu schreiben die Permutation 7 : [n] — [n] als 2 x n-Matrix
der Form

- 1 2 3 ... n
T\ r) 72 #3) ... w(n)
Da 7 bijektiv ist, kommen alle Werte 1,...,n in der zweiten Zeile vor.
Beispiel: Folgende Permutation ist Matrixschreibweise gegeben:

(123456
™\416 25 3
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Tupelschreibweise: Im Prinzip geniigt es, von der Matrixschreibweise lediglich die
zweite Zeile zu iibernehmen, d.h. Permutationen kénnen angegeben werden in der Form

m=(m(1),7(2),7(3),...,m(n)).

Beispiel: 7 = (4,1,6,2,5,3) ist obige Permutation in Tupelschreibweise.

Zyklenschreibweise: Die Zyklenschreibweise entsteht, wenn wir fiir € [n] die iterierte
Hintereinanderausfithrung von 7 auf x betrachten. Dadurch entsteht eine Folge:

71—0(:6) =def <X,
Wl(l‘) =def (),

(@) =aet (7 (@),

(@) =qr m(7" (),

Fiir jedes = € [n] gibt es dann ein minimales 0 < k < n mit 7%(z) = x.

Beispiel: Fiir die Permutation = = (4, 1,6, 2,5, 3) gilt

o) =1, 7(1)=4, 7w 1)=2 1) =1

@2 =2 ©@2=1 72 =4 712 =2

™3)=3, 7©@3)=6, 723)=3;

) =4, 1@ =2 7@ =1« 74 =4

() =5,  7(5) =5;

m(6) =6, 7(6)=3,  7(6)=6
Eine Folge z,7(x),72(x),...,7* 1 (x) mit minimalem k > 0, so dass 7*(x) = x, heifit
Zyklus der Lénge k und wird als (z 7(x) 7%(x) ... 7%~ 1(z)) geschrieben.

Beispiel: 7 = (4,1,6,2,5,3) enthélt die Zyklen (1 4 2), (3 6) und (5).

Jede Permutation kann als Produkt von Zyklen geschrieben werden, indem die Zyklen
einfach hintereinander gesetzt werden. Die Schreibweise ist jedoch nicht eindeutig. Insbe-
sondere kann jeder Zyklus der Lange k auf genau k Arten geschrieben werden.

Beispiel: Die Permutation 7 = (4,1,6,2,5,3) kénnen wir als Produkt von
Zyklen wie folgt schreiben:

(4,1,6,2,5,3) = (14 2)(36)(5)
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= (421)(63)(5)
= (5)(214)(63)

Insbesondere gilt (142)=(421)=(214).
Die Anzahl der Zyklen, aus der eine Permutation bestehen kann, liegt zwischen 1, wie

in (123 ... n),und n, wie in (1)(2)(3)...(n). Im Folgende wollen wir die Anzahl der
Permutationen mit genau k Zyklen genauer bestimmen.

Fiir n,k € N sei s, 5, (manchmal auch [Z] geschrieben) die Anzahl der Permutation von
n Elementen mit genau k Zyklen. Dann gilt also

n
E Sn,k = nl.
k=1

Die Zahlen s, j, heilen STIRLING-Zahlen erster Art. Folgende Sonderfille sind zu beachten:

e I'iir k > n gilt s, = 0, da eine Permutation von n Elementen hochstens n Zyklen
enthalten kann.

e Fiir n > 0 gilt 5,90 = 0, da jede Permutation mindestens einen Zyklus enthélt.

e Wir definieren sg g =qef 1.

Mit diesen Sonderfillen kénnen wir wiederum eine Rekursionvorschrift fiir die Berechnung
der STIRLING-Zahlen erster Art angeben.

Theorem 2.14 (STIRLING-Dreieck erster Art) Fir alle k,n € N mit n > k gilt

Spk = Sn—1k—1+ (N —1)sp_1 .

Beweis: (kombinatorisch) Es sei m € S,, eine Permutation mit k& Zyklen. Dann kann 7 auf
zwei Arten aus einer Permutation aus S,,_1 entstanden sein:

(i) Einfiigen eines Zyklus (n) in Permutation aus S,,—1 mit k — 1 Zyklen

(ii) Einfiigen des Elementes n in einen der Zyklen einer Permutation aus S,—1 mit k
Zyklen

Beide Fille sind disjunkt. Fiir die Anzahl der Moglichkeiten, Permutation mit k& Zyklen
auf diese zwei Arten zu erzeugen, ergibt sich jeweils:

(1) sp—1k-1
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(ii) (n—1)-sp—14 (denn fir das Einfiigen eines Elementes in einen Zyklus der Lénge ¢
gibt es t Moglichkeiten—Einfiigen als erstes und Einfiigen als letztes Element erzeugen
den gleichen Zyklus)

Insgesamt gilt also s, = Sp—1 k-1 + (n — 1)S,,—1 . Damit ist das Theorem bewiesen. m

Beispiel: Um die Konstruktion aus dem Beweis von Theorem 2.14 zu verdeut-
lichen, betrachten wir die 6 Permutationen von 4 Elementen mit 3 Zyklen:

(1)(2 3)(4) (14)(2)3)
(12)(3)(4) (12 4)3)
(13)(2)(4) (M(2)(3 4)
Die linken Permutationen entstehen aus den Permutation (1)(2 3), (1 2)(3)
und (1 3)(2) durch Einfiigen des Einerzyklus (4). Die rechten Permutationen

entstehen aus der Permutation (1)(2)(3) durch Einfiigen von 4 in jeden Einer-
zyklus.

23
)(3)
)

Um einen Eindruck von Wachstum der STIRLING-Zahlen erster Art zu erhalten, kénnen
die Werte analog dem PAscALschen Dreieck angeordnet werden.

Beispiel: Der Dreiecksaufbau des rekursiven Zusammenhangs in Theorem 2.14
ldsst sich wie folgt veranschaulichen:

1
0 1
0 1 1
0 2 3 1
0 6 11 6 1

In diesem Abschnitt wollen wir bestimmen, wie viele Mdglichkeiten es gibt n-elementige
Grundmengen in k nichtleere, disjunkte Komponenten zu zerlegen.

Es sei A eine endliche Menge mit ||A|| = n. Eine k-Partition F = {Ay, ..., A,} ist eine k-
elementige Familie von nichtleeren Teilmengen von A mit A U- - -UA, = Aund 4;NA; = 0,
falls ¢ # j.
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Es sei S, 5 (manchmal auch: {} }) die Anzahl der k-Partitionen einer n-elementigen Grund-
menge. Die Zahlen S, ;, heilen Stirling-Zahlen zweiter Art. Folgende Spezialfille sind zu
beachten:

e Liir k > n gilt S, = 0, da n Elemente hochstens in n Komponenten liegen kénnen.

e Fiir k = 0 gilt S, 0 = 0, da in die n Elemente in wenigstens einer Komponenten
liegen miissen.

e Wir definieren Sp o =ger 1.

Wir kénnen nun eine dhnliche rekursive Darstellung wie in Theorem 2.14 fiir die STIRLING-
zahlen erster Art auch fiir die STIRLING-Zahlen zweiter Art beweisen.

Theorem 2.15 (STIRLING-Dreieck zweiter Art) Fir alle k,n € N mit n > k gilt

Sn,k: = Snfl,kfl +k- Snfl,k-

Beweis: (kombinatorisch) Es sei F eine k-Partition einer n-elementigen Menge. Dann
kann F auf zwei Arten aus einer Partition einer (n — 1)-elementigen Menge entstehen:

(i) Hinzufiigen der Menge {n} zu einer (k — 1)-Partition von n — 1 Elementen

(ii) Einfiigen von n in einer der Mengen einer k-Partition von n — 1 Elementen

Die Anzahl der Moglichkeiten k-Partitionen von n Elementen zu bilden, ist wie folgt:

(i) Sp—1k-1

(ii) k- Sp—1k

Mithin gilt also Sy, 1 = Sy—1,4—1 + k - Sp—1,%. Damit ist das Theorem bewiesen. [ |

Beispiel: Der Dreiecksaufbau des rekursiven Zusammenhangs in Theorem 2.15
ldsst sich wie folgt veranschaulichen:
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2.5 Weitere Abzahlprinzipien

Im letzten Abschnitt diese Kapitels iiber Kombinatorik diskutieren wir noch zwei weitere
Abzéhlprinzipien.

Inklusion-Exklusion. Zunéchst wollen wir eine Verallgemeinerung der Summenregel
(siehe Lemma 2.1) auf beliebige, nicht notwendig paarweise disjunkte Mengen angeben.

Theorem 2.16 (Inklusions-Exkusions-Prinzip) FEs seien Ay,..., A, endliche Men-
gen. Dann gilt:

UAJ' = Z (—1)HIE] m Ay

J=1 0£KC{1,...n} keK
Beispiel:
e Fiir n = 2 reduzieren sich die Ausdriicke in Theorem 2.16 zu folgender
Identitét:
[A1U Aof| = [|As]| + [[A2f] = [[A1 1 Ag]
e Fiir n = 3 reduzieren sich die Ausdriicke in Theorem 2.16 zu folgender
Identitét:
[A1U A UAs|| = [[Ax] + [[A2]l + [|As]|

— |[A1 N Ag|| — ||A1 N Asz]| — ||A2 N Azl
+ HAl N A2 N Ag”

Beweis: Wir bestimmen, wie oft jedes Element auf beiden Seiten der Gleichung gezéhlt
wird. Es sei z € Uj_; 4;.

e Linke Seite: Das Element x wird genau einmal gezéhlt.

e Rechte Seite: Wir miissen zeigen, dass x auch hier genau einmal gezéhlt wird. Dazu
sei £ =gef ||{ j | € A; }||. Ohne Beeintréchtigung der Allgemeinheit komme x genau
in den Mengen A1, ..., Ay vor. Dann gilt:

— Fiir § # K C {1,...,¢} wird z genau (—1)"*I1KlI-mal gezihlt.
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— Fiir alle anderen Menge K triagt = wird x gar nicht gezahlt.

Somit folgt fiir den Beitrag von x zur rechten Seite der Gleichung insgesamt:

L

PORNC IR é(,ﬁ)(—n”k - =)t

PAKC{1,....0} = k=1
Ny

_ 1—Z(k)<—1>k
=0

k

=1 (nach Korollar 2.10)

Damit ist das Theorem bewiesen. []

Wir wollen an einem Beispiel verdeutlichen, wie der doch recht kompliziert wirkende Aus-
druck auf der rechten Seite gewinnbringend angewendet werden kann.

Beispiel: Wie viele Primzahlen gibt es zwischen 2 und 1007 Um diese Frage
zu beantworten, bestimmen wir die zusammengesetzten Zahlen zwischen 2 und
100 mit Hilfe des Inklusions-Exklusions-Prinzip. Es sei A =ger {2,...,100}.
Eine Zahl z € A ist zusammengesetzt, falls x = p - n flir geeignete Zahlen
p,n € A gilt, wobei p eine Primzahl mit p < /100 = 10 ist. Damit kommen als
Primzahlen nur p; = 2, po = 3, ps = 5 und pg = 7 in Frage. Fiir i € {1,2, 3,4}
betrachten wir die Menge der Vielfachen von p;, d.h. die Menge

Ai =gt {z€A| (EneAz=p;-n]}
Damit gilt:

o A UAsU A3z U Ay ist die Menge der zusammengesetzten Zahlen aus A

e Die Kardinalitéten der moglichen Schnittmengen sind

Al = |2 -1 g A
pi
k 100
A4, = {"“J fiir k€ {2,3,4} und 1 <i; < ... <ip <4
j=1 L= pi;

Nach Theorem 2.16 erhalten wir:

(e
L2 2 212
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0] 0] 0] 2]
|

= 49+32419413-16-10-7-6—-4—-24+34+2+14+0—-0

= 74

Damit gibt es 99 — 74 = 25 Primzahlen zwischen 2 und 100.

Schubfachschluss. FEin weiteres wichtiges Abz&hlprinzip, um die Existenz von Objekten
zu beweisen, ist der Schubfachschluss (engl. pigeonhole principle).

Theorem 2.17 (Schubfachschluss) Es seien A und B endliche Mengen mit
Al > ||B|| > 0 und f: A — B eine Funktion. Dann gibt es einy € B mit ||f~'(y)|| > 1.

Beweis: (Widerspruch) Angenommen es gilt ||f~1(y)|| < 1 fiir alle y € B. Dann wissen
wir aus dem letzten Semester, dass f eine injektive Funktion ist. Daraus folgt || A|| < || B
Dies ist ein Widerspruch zu [|A|| > || B||. Mithin war die Annahme falsch, und das Theorem
ist beweisen. ]

Mit anderen Worten: Um ||A|| Objekte in ||B|| Schubficher zu stecken, miissen sich in
mindestens einem Schubfach 2 Objekte befinden (falls || A|| > || B|| ist).

Beispiele: An folgenden Fillen wollen wir die Anwendung des Schubfach-
schlusses demonstrieren:

e Von 13 Personen feiern mindestens zwei Personen im gleichen Monat ihren
Geburtstag.

e In jeder Menge P von mindestens zwei Personen gibt es immer mindestens

zwei Personen, die die gleiche Anzahl von Personen in P kennen. (Hierbei
sei angenommen, dass ,kennen“ eine symmetrische Relation ist.)
Zur Begriindung: Es seien P = {p1,...,p,} die Personenmenge mit n > 2
Personen sowie f : P — {0,...,n—1} eine Funktion, die der Person p; die
Anzahl ihrer Bekannten in P zuordnet. Wegen || P|| = ||{0,...,n—1}| =n
kann Theorem 2.17 nicht direkt angewendet werden. Eine genauere Ana-
lyse ermoglicht jedoch die folgende Fallunterscheidung;:

— Es gibt ein p € P mit f(p) = 0. Wegen der Symmetrie der Bekannt-
schaftsrelation gibt es auch keine Person, die alle Personen in P kennt.
Also gilt f(q) # n—1 fiir alle ¢ € P und folglich f(P) C {0,...,n—2}.

— Fiir alle p € P gilt f(p) # 0. Damit gilt f(P) C {1,...,n—1}.
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In beiden Fiéllen gilt also ||f(P)|| < ||P]|. Nach Theorem 2.17 folgt die
Aussage.

Theorem 2.18 (Verallgemeinerter Schubfachschluss) Es seien A und B endliche,
nichtleere Mengen und f : A — B eine Funktion. Dann existiert ein y € B mit

1 w) = ]

Beweis: (Widerspruch) Wir nehmen wiederum an, dass ||f~1(y)| < {H-‘ — 1 fiir alle

y € B gilt. Dann folgt:

1Al = Y It wl

yeEB

(41
o (LALBI=L )

[Al =1
1B

IN

IN

= [IBI-
= [lAfl=1

Dies ist jedoch ein Widerspruch. Mithin war die Annahme falsch, und das Theorem ist
bewiesen. -

Beispiel: Wir wollen wieder anzwei Beispielen den verallgemeinerten Schub-
fachschluss verdeutlichen.

e Von 100 Personen feiern mindestens 9 Personen im gleichen Monat ihren
Geburtstag.

e In jeder Menge von 6 Personen gibt es 3 Personen, die sich alle unter-
einander kennen, oder 3, die sich alle nicht kennen. (Hierbei nehmen wir
wiederum an, dass ,kennen“ eine symmetrische Relation ist.)

Zur Begriindung: Es sei P = {pi,...,ps} eine beliebige Personenmenge.
Wir betrachten fiir die Person p; die Funktion

f:Ap2,...,p5} — {,bekannt“, nicht bekannt*},

die jeder Person pa, ..., p5 zuordnet, ob p; diese Person kennt. Nach Theo-
rem 2.18 sind [%l = 3 Personen mit p; ,,bekannt“ oder 3 Personen mit p;
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,hicht bekannt®“. Ohne Beeintrichtigung der Allgemeinheit seien 3 Perso-
nen mit p; bekannt (sonst vertauschen wir in nachfolgender Argumenta-
tion einfach ,kennen“ und ,nicht kennen*) und zwar po, ps und ps. Nun
gibt es zwei Moglichkeiten fiir die Personen po, p3 und py:

— Es gibt zwei Personen in {p2,ps,ps}, die sich kennen. Diese beiden
Personen kennen aber auch p;. Somit gibt es also 3 Personen, die sich
alle untereinander kennen.

— Die Personen ps, p3 und py kennen sich nicht. Also gibt es 3 Personen,
die sich untereinander nicht kennen.
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Graphentheorie

Graphen sind kombinatorische Strukturen zur Beschreibung binédrer Relationen.

3.1 Grundbegriffe

Im Folgenden beschrinken wir uns auf das Studium ungerichteter Graphen.

Definition 3.1 Fin Graph G ist ein Paar (V, E), wobei V eine endliche, nichtleere Men-
gen von Knoten ist und E eine Teilmenge aller zweielementigen Teilmengen von V ist:

ECPy(V) =qet { {z,9} |,y e VAT #y }

Die Elemente von E heiffen Kanten.

Ein Graph G = (V, E) kann wie folgt visualisiert werden:

e Die Knotenmenge V' = {v1,...,v,} wird durch eine Menge von Punkten in der
Ebene dargestellt.

e Fiir eine Kante e = {v;, v;} € E verbinden wir v; und vy mit einer Linie.

Wir unterscheiden zwischen markierten und unmarkierten Graphen. Bei einem markierten
Graphen spielen die Namen der Knoten eine Rolle, wobei wir den jeweiligen Namen direkt
neben den Knoten schreiben. Bei unmarkierten Graphen lassen wir die Knotennamen weg.

Beispiele: Wir erwihnen einige wichtige Typen unmarkierter Graphen.

1. K, bezeichnet einen vollstindigen Graphen mit n Knoten, d.h., alle Kno-
ten sind miteinander verbunden. Der K35 kann beispielsweise wie folgt
dargestellt werden:
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2. M, bezeichnet einen Gittergraph mit m Zeilen und n Spalten, bei dem
die Knoten jeweils zeilen- und spaltenweise verbunden sind. Der M, 5 kann
beispielsweise wie folgt dargestellt werden:

3. (), bezeichnet einen Kreis mit n Knoten, die jeweils zyklisch verbunden
sind. Der C5 kann beispielsweise wie folgt dargestellt werden:

4. P, bezeichnet einen Pfad mit n + 1 Knoten und n Kanten, die aufein-
ander folgende Knoten verbinden. Der P, kann beispielsweise wie folgt
dargestellt werden:

5. Qg bezeichnet den d-dimensionalen Hyperwiirfel mit der Knotenmenge
{0,1}? und Kanten zwischen Knoten, die sich in genau einer Komponente
unterscheiden. (01, QY2 und ()3 kénnen beispielsweise wie folgt dargestellt

werden:

Bemerkung: In verschiedenen Anwendungen werden manchmal noch zu#tzliche Kanten
betrachtet:

e Schleifen: Kanten, die Knoten v mit sich selbst verbinden

o Mehrfachkanten: Knoten v und v kénnen durch mehr als eine Kante verbunden sein.
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Wir betrachten ausschliellich schlichte, einfache Graphen, d.h. Graphen ohne Schleifen
und Mehrfachkanten.

Definition 3.2 Es seien G = (V, E) ein Graph und v € V' ein Knoten.
1. Die Nachbarschaft Ng(v) von v in G ist definiert als

Na(v) =get { v €V | {v,u} € E }.

2. Der Grad degq(v) von v in G ist definiert als

deg(v) =det [Na(v)]-

Wenn der Graph G im Kontext klar ist, so lassen wir den Index G sowohl bei der Nach-
barschaft als auch beim Grad weg.

Beispiele:

1. Fiir alle Knoten v im K, gilt deg(v) =n — 1.
2. Fiir alle Knoten v im C,, gilt deg(v) = 2.

d

3. Fiir alle Knoten v im Qg gilt deg(v)

Wir fithren weitere Begriffe fiir einen Graphen G = (V, E), Knoten u,v € V und eine
Kante e € E ein:

o G heiit k-requlir <=ger fiir alle v € V gilt deg(v) = k.
e vy und v heiflen adjazent <=4t e = {u,v} € E (d.h. u,v sind Endknoten von e).

e u und e heiflen inzident <=q4ef u € e (d.h. u ist Endknoten von e).

Beispiele:

1. Kp,Cy,Qq sind (n — 1)-, 2- bzw. d-reguldr; My, , ist nicht regulér.
2. Im K, sind alle Knoten adjazent.

3. Im C,, ist jeder Knoten mit genau zwei Kanten inzident.
Proposition 3.3 Fir jeden Graphen G = (V, E) gilt

3" deg(v) = 2- ||

veV
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Beweis: (Doppeltes Abzihlen) Es sei e = {u,v} € E eine Kante. Wie oft trigt e zu beiden
Seiten der Gleichung bei?

e Linke Seite: Fiir beide Endknoten v und v trégt e jeweils 1 zum Grad bei, d.h., e
wird zweimal gezdhlt.

e Rechte Seite: e wird zweimal gezdhlt.

Somit wird e auf beiden Seite gleich oft gezéhlt und die Proposition ist bewiesen. ]

Korollar 3.4 Fiir jeden Graphen G = (V, E) ist die Anzahl der Knoten mit ungeradem
Grad gerade.

Beweis: Es sei V; =gt { v € V | mod(deg(v),2) =i }, d.h., V) enthélt die Knoten mit
geradem Grad, V; die mit ungeradem Grad. Es gilt V = V5 UV} und Vo N V;p = 0. Somit
gilt mit Proposition 3.3:

2-||E| =) deg(v) =) deg(v) + ) deg(v)

veV veEV) veV]

Damit die rechte Summe gerade wird, muss also ||V1]| gerade sein und das Korollar ist
bewiesen. -

Definition 3.5 Es sei G = (V, E) ein Graph.
1. Ein Weg (oder Kantenzug) der Ldnge k in G ist eine Folge
w —def (an €1,V1,€2,V2,...,Vk—1,€L, Uk)

mit vo,...,vp €V, e1,...,ex € E sowie e; = {v;_1,v;} fir allei € {1,...,k}. Der
Knoten vy heiffit Anfangsknoten von W ; der Knoten vy heifit Endknoten von W ; die
anderen Knoten heiflen innere Knoten. Eine Weg mit u als Anfangsknoten und v als
Endknoten heifst (u,v)-Weg.

2. Ein Pfad in G ist ein knotendisjunkter Weg in G, d.h., alle Knoten auf dem Weg
sind paarweise verschieden.

3. Fin Kreis in G ist ein Weg mit gleichem Anfangs- und Endknoten.

4. Fin einfacher Kreis in G ist ein Kreis der Ldange k > 3, bei dem alle inneren Knoten
paarweise verschieden und verschieden zum Anfangs- und Endknoten sind.
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Wenn uns die Kanten nicht interessieren, dann lassen wir der Beschreibung eines Weges
(vo, €1, v1,€2,02,...,Vk_1, €k, V) die Kanten ey, ..., e, weg und sprechen stattdessen vom
Weg (vg,v1,...,vx). Dabei gilt jedoch nach wie vor {v;_1,v;} € E fir allei € {1,...,k}.

Beispiel:

1. Im obigen Graphen sind (0, 1,2), (0,2,3,4,2,1), (5,6,5,7) Wege der Lén-
gen 2, 5 und 3; nur (0,1,2) ist ein Pfad. Die Folge (2,3,4,5,6) ist kein
Weg. Die Folge (0) ist ein Weg der Lénge 0.

2. (0,1,2,0) und (6,8,7,5,6) sind einfache Kreise der Lingen 3 und 4; der
(0,0)-Weg (0,2,3,4,2,1,0) ist ein Kreis, aber kein einfacher Kreis.

Proposition 3.6 Es scien G = (V, E) ein Graph und u,v € V. Knoten.
1. Gibt es einen (u,v)-Weg in G, so gibt es einen (u,v)-Pfad in G.

2. Liegt die Kante {u,v} auf einem kantendisjunkten Kreis in G, so liegt {u,v} auf
einem einfachen Kreis in G.

Beweis: Ubungsaufgabe. u

Ein Graph H = (Vy, Ep) heifit Teilgraph von G = (Vg Eg), falls Vi C Vg und Efy C Eg
gilt. Wir schreiben dafiir H C G. Gilt sogar Eg = Eg N P2(Vy), so heiit H induzierter
Teilgraph und wir notieren H = G[Vg].

Beispiel:

1. Die beiden Graphen

@ €) @
2) 2)
@D @ @

sind Teilgraphen des obigen Graphen. Der linke Teilgraph ist jedoch kein
induzierter Teilgraph, der rechte dagegen schon.
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2. Die durch die Knotenmengen {4,5,6,7} und {5,6,7,8} in obigem Gra-
phen G induzierten Teilgraphen G[{4,5,6,7}] und G[{5,6,7,8}] sind die
folgenden:

6
@ @

Definition 3.7 Es seien G = (V, E) ein Graph und C C G ein induzierter Teilgraph.

1. G heifft zusammenhéngend, falls fiir jedes Paar von Knoten u,v € V' ein (u,v)-Pfad
in G existiert.

2. C heifit Zusammenhangskomponente von G, falls C' zusammenhdngend und ein kno-
tenmazimaler induzierter Teilgraph mit dieser Figenschaft ist.

Jeder Knoten v eines Graphen G = (V, E) liegt in einer Zusammenhangskomponente, denn
der induzierte Teilgraph G[{v}] ist beispielsweise zusammenhéngend. Auflerdem sind zwei
Zusammenhangskomponenten entweder identisch oder knotendisjunkt. Somit lésst sich als
disjunkte Vereinigung von Knotenmengen Vi,...,Vp schreiben, wobei G[V;] gerade eine
Zusammenhangskomponente ist.

Beispiel: Der obiger Graph besteht genau aus den Zusammenhangskompo-
nenten G[{0,1,2,3,4}], G[{5,6,7,8}] und G[{9, A}].

Theorem 3.8 Jeder Graph G = (V, E) enthdlt mindestens ||V|| — || E|| Zusammenhangs-
komponenten.

Beweis: (Vollstindige Induktion) Wir beweisen den Satz mittels Induktion iiber m = || E||.

e Induktionsanfang: Es sei m = 0. Somit bildet jeder Knoten eine eigene Zusammen-
hangskomponente. Mithin enthélt G genau ||V = [|[V] — 0 = |V| — || E| Kompo-
nenten.

o Induktionsschritt: Es sei m > 0. Somit gibt es eine Kante e € E. Wir wihlen eine
feste Kante e € E und betrachten den Graph G’ = (V, E’) mit E' =4¢¢ F \ {e}. Es
gilt ||E'|| = m — 1 und wir konnen die Induktionsvoraussetzung anwenden. Damit
enthilt G’ mindestens

IVI=IEN=V]—=(m—=1)= V] -m+1
Komponenten. Beim Einfiigen von e in G’ kénnen zwei Fille auftreten:

1. Beide Endknoten von e liegen in einer Zusammenhangskomponente von G’.
Dann sind die Anzahlen der Komponenten in G und G’gleich.
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2. Die Endknoten von e liegen in verschiedenen Zusammenhangskomponenten von
G’. Damit ist die Anzahl der Komponenten von G um genau 1 kleiner als die
Anzahl der Komponenten von G’.

Insgesamt enthilt G somit mindestens

(Anzahl der Komponenten von G') — 1
= (VI =m+1) =1=[[V]=m= V][ E]

Komponenten.

Damit ist das Theorem bewiesen. ]

Korollar 3.9 Fir jeden zusammenhdngenden Graph G = (V, E) gilt ||[E| > |V — 1.

Beweis: Ein zusammenhéngender Graph besteht aus genau einer Zusammenhangskom-
ponente. Nach Theorem 3.8 gilt somit 1 > ||[V|| — || E||. Durch Umstellung der Ungleichung
nach [|F|| ergibt sich das Korollar. |

3.2 Baume und Wailder

Definition 3.10 1. Ein Baum ist ein zusammenhdngender, kreisfreier Graph.
2. Ein Wald st ein Graph, dessen Zusammenhangskomponenten Bdume sind.

3. Fin Blatt eines Baumes ist ein Knoten v mit deg(v) = 1.

Lemma 3.11 Jeder Baum T = (V,E) mit |V|| > 2 Knoten enthdlt mindestens zwei
Bldtter.

Beweis: Es sei e eine beliebige Kante. Wir laufen von den Endknoten durch den Baum,
bis es keine Kante mehr gibt, iiber die der aktuelle Knoten wieder verlassen werden kann
(ohne Zuriickgehen). Da T ein Baum ist, wird kein Knoten doppelt besucht. Somit miissen
Léufe enden und die gefundenen Knoten sind Blatter. Da e zwei Endknoten besitzt, gibt
es mindestens zwei Blatter und das Lemma ist bewiesen. ]

Lemma 3.12 Es sei T = (V, E) ein Baum mit ||V|| > 2 und v € V ein Blatt. Dann ist
der Graph T =4et T[V \ {v}] ein Baum.
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Beweis: Durch Wegnahme von Knoten und Kanten kénnen keine neuen Kreise entstehen;
Somit ist 7" kreisfrei, da T kreisfrei ist. Es sei x,y € V' \ {v}. Da T zusammenhéngend
ist, gibt es Knoten w mit deg(u) > 2. Somit liegt v nicht auf P. Der Pfad P existiert also
auch in 7”. Damit ist 7" zusammenhiingend und das Lemma ist bewiesen. [ ]

Theorem 3.13 Fiir jeden Baum T = (V, E) gilt ||E|| = |V — 1.

Beweis: (Induktion) Wir fithren einen Beweis mittels vollstdndiger Induktion tiber die
Anzahl n der Knoten von V| d.h., wir beweisen die Aussage: Fiir alle n € Ny und alle
Biaume T = (V, E) mit |V =n gilt [|[E] = ||V - 1.

o Induktionsanfang: Es sei n = 1. Dann gilt fiir jeden Baum 7" mit einem Knoten
|E|l = 0 und folglich || E| = ||V — 1.

e Induktionsschritt: Es sei n > 1. Es sei T = (V, E) ein Baum mit |V| =n > 2
Knoten. Dann gibt es nach Lemma 3.11 ein Blatt v € V' mit der zugehotrigen Kante
e = {u,v} € E. Wir definieren 7" =4t T[V \ {v}]. Nach Lemma 3.12 ist 7" ein
Baum. Auflerdem besteht 77 aus n — 1 Knoten und besitzt somit nach Induktions-
voraussetzung n — 2 Kanten. Wir erhalten:

VI = VA {or U{ol = VN {obl + [{oH = (=1 +1=n
IEI = BN feyUiet] = [E\{e}l +[{e} =(n=2) +1=n—1

Mithin gilt |E|| = ||V]| - 1.

Damit ist das Theorem bewiesen. []

Lemma 3.14 Es seien T = (V,E) ein Baum, v € V ein Knoten und Ty,..., Ty die
Komponenten von T[V \ {v}]. Dann gilt k = deg(v) und T1,...,Ty sind Biume.

Beweis: Da T zusammenhingend und kreisfrei, sind 77, ..., T} zusammenhingend und
kreisfrei, d.h., T,...,T; sind Baume. Es sei T; = (V;, E;) die i-te Komponente von
T[V \ {v}]. Dann gilt:

e Jeder Knoten aus V' \ {v} gehort zu einem T;, d.h., es gilt
k
IVII=1+> Vil
i=1
e Jede Kante e € E mit v € e gehort zu einem T;, d.h., es gilt

k
I1E|| = deg(v) + Y || Eill
i=1
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Mit Hilfe von Theorem 3.13 erhalten wir somit:

k

V=1 = deg(v)+ > (IVill = 1)
i=1
k

= deg(v) +)_|Vil —*k
i=1

= deg(v) + [V —1—k
Umstellung nach deg(v) ergibt deg(v) = k und das Lemma ist bewiesen. |

Lemma 3.15 Es seien G = (V, E) ein zusammenhdngender Graph und C' ein einfacher
kreis in G. Dann gilt fir alle auf C liegenden Kanten e, dass der Graph (V,E \ {e})
zusammenhdngend ist.

Beweis: (Widerspruch) Angenommen es gibt eine Kante e = {u,v} € C, sodass der
Graph G — e =4¢f (V, E '\ {e}) nicht zusammenhéngend ist. Dann liegen die Endknoten u
und v in verschiedenen Komponenten von GG — e. Da aber e auf einem einfachen Kreis C
liegt gibt es einen (u, v)-Pfad, der e nicht enthélt (wir laufen in C' einfach ,auflen” herum).
Somit existiert der (u,v)-Pfad auch in G — e. Folglich liegen w und v in der gleichen
Komponenten. Dies ist ein Widerspruch und somit muss G — e zusammenhéngend sein,
egal welche Kante aus dem Kreis aus GG entfernt wird. Damit ist das Lemma bewiesen. m

Ein Graph T = (Vp, E7) heiit Spannbaum (oder aufspannender Baum) eines Graphen
G = (Vg, Eg), falls T ein Baum mit Vp = Vg und Ep C Eg ist.

Theorem 3.16 Jeder zusammenhingende Graph G = (V, E) enthdlt einen Spannbaum.

Beweis: Fiir ||V = 1 gilt die Aussage trivialerweise. Es sei also G = (V, E)) ein Graph

mit [|V] > 2 und ||E|| = m. Wir definieren eine Folge Ey, E1, ..., E,, von Kantenmengen
in G wie folgt:
Eo =get £
E;_1\{ei}, wobeie; € E;_1 eine beliebige auf einem Kreis in (V, E;_1)
E; =qef liegende Kante ist
Ei4, falls kein Kreis in (V, E;_1) existiert

Klarerweise gilt £y 2 E1 2 Ey O -+ D E,,. Nach Lemma 3.15 ist (V| E,;,) zusammen-
héngend und kreisfrei, da hochstens m Kanten aus G entfernt werden kénnen. Somit ist
(V, Ey,) ein Spannbaum und das Theorem ist bewiesen. ]

2

Theorem 3.17 (CAYLEY) Firn > 2 gibt es genau n™~* markierte Biume.
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Beweis: Wir konstruieren eine Bijektion zwischen der Menge aller markierten Badume
mit n Knoten und Menge {1,...,n}" 2. Dabei fassen wir die Elemente von {1,...,n}"2
als Worter der Linge n — 2 iiber dem Alphabet {1,...,n} auf. Wir betrachten folgende
Abbildung ¢ fiir einen Baum 7' = (V, E) mit T' C [n]:

o(T) =qer ¢, falls || V]| = 2

o(T) =gt v-o(T[V\{u}]), wobeiu das kleinste Blatt in 7" ist und
v der zu u adjazente Knoten ist

Nach Lemma 3.12 sind die induzierten Teilgraphen stets Baume. Auflerdem gilt: Jeder
Knoten v von T kommt (deg(v) — 1)-mal im Wort ¢(7") vor. Somit erhalten wir fiir die
Lange:

lp(T)] = ) (deg(v) —1)

veV
= > deg(v) — |V
veV
= 2-[E[ -V
= 2-(IVI=1) =Vl
= V-2

Die Injektivitéit der Abbildung ist leicht zu sehen.

Zum Nachweis der Bijektivitdt der Abbildung ¢ geben wir an, wie wir zu einem gegebenen
Wort t = t;...t,—2 einen Baum T finden mit o(7) = ¢:

[1] S:=0
[2] E:=0

[3] for i:=1 to n—2 do

[4] si:=min [n]\ (SU{t;,...,th—2})
[5] E =FU {{Si,ti}}
(6] S:=8U{si}

(71 E:=EU(jn]\S)

Damit ist ¢ surjektiv und somit bijektiv. Es gibt also genauso viele Baume, wie es Worter
in {1,...,n}"2 gibt. Dies sind nach der Produktregel der Kombinatorik n"~2 viele. Damit
ist das Theorem bewiesen. |

Die im Beweis angegebene Kodierung eines markierten Baumes als Wort heifit Prifer-Code
nach dem Erfinder der Kodierung.
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Beispiel: Wir bestimmen den Priifer-Code von T' = Ty zu ¢(T") = 33446:

© 5) @(1o) = 3¢(T1)
[3—(4]
@ 6—O
% ¢(To) = 33¢(T3)
(3—4]
@ 66—
® ¢(To) = 334(T3)
—4]
66—
5 ¢(To) = 3344¢(Ty)
(4]
66—

o(To) = 33446(T5)

(4)
(66—
©(Tp) = 33446
Aus dem Wort 33446 bestimmen wieder den Baum T':
) Sy S ti...tn_g FE
o|— 0 33446 ()
111 {1} 3446  {{1,3}}
212 {1,2} 446  {{1,3},{2,3}}
313 {1,2,3} 46 {{1,3},{2,3},{3,4}}
415 {1,2,3,5} 6 {{1,3},{2,3},{3,4},{4,5}}
514 {1,2,3,4,5} e {{1,3},{2,3},{3,4},{4,5},{4,6}}
B B B {{173}7{273}7{374}7{475}7{47 6}7{677}}
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3.3 Vollstandige Kreise

Im Folgenden interessieren wir uns fiir die Existenz spezieller Kreise in Graphen, die
alle Elemente eines Graphen genau einmal enthalten. Die Elemente kénnen dabei Knoten
(Hamiltonkreise) oder Kanten (Eulertouren) sein.

Definition 3.18 FEs sei G = (V, E) ein Graph.

1. FEin Hamiltonkreis in G ist ein Kreis, der jeden Knoten von V' genau einmal enthdlt.

2. G heifst hamiltonsch, falls G einen Hamiltonkreis enthdlt.

Beispiele: Der 3 auf der linken Seite ist hamiltonsch. Der rechte Graph ohne
Hamiltonkreis ist der Petersen-Graph:

Der aus den roten Kanten bestehende Weg ist ein Hamiltonkreis.

Zu entscheiden, ob ein gegebener Graph hamiltonsch ist, ist ein NP-vollstéindiges Pro-
blem, d.h., algorithmisch nicht effizient beherrschbar. Wir interessieren uns daher fiir hin-
reichende Kriterien fiir die Existenz von Hamiltonkreisen. Intuitiv sollte zu erwarten sein,
dass die Wahrscheinlichkeit einen Hamiltonkreise zu finden, umso héher ist, je mehr Kan-
ten ein Graph enthélt.

Theorem 3.19 Es sei G = (V,E) ein Graph. Gilt fir alle nicht-adjazenten Knoten
z,y €V (d.h., x #y und {z,y} ¢ E) die Ungleichung

deg(z) + deg(y) = [IV],
so enthdlt G einen Hamiltonkreis.
Beweis: (Widerspruch) Wir nehmen an, dass es einen Graphen G = (V, E) mit obiger
Eigenschaft fiir alle nicht-adjazenten Knotenpaare gibt, der aber nicht hamiltonsch ist.
Wir wihlen G = (V, E) so aus allen diesen Graphen iiber der Knotenmenge V', dass || E||

maximal ist. Dann ist G nicht der vollstindige Graph K, mit n = ||V, da dieser einen
Hamiltonkreis enthélt. Somit gibt es Knoten z,y € V mit = # y und {z,y} ¢ E.
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Wir betrachten nun den Graphen G’ =4¢¢ (V, EU{{z,y}}), der aus G durch Einfiigung der
Kante {x,y} entsteht. Dann enthilt G’ einen Hamiltonkreis C, da G ein kantenmaximaler
Graph ohne Hamiltonkreis ist, und C' enthélt die Kante {z,y}, da G eben keinen Hamil-
tonkreis enthilt. Es sei C' = (v1,v2,...,0,,v1) mit v71 = x und v, = y. Wir definieren die
beiden Mengen:

S =qef {vi|1<i<n A {z,vi1} €E}

T =gt {vi|1<i<n A {z,v;}€eE}

Dann gilt y = v, ¢ SUT (wegen {z,y} ¢ F) sowie ||[SUT| < ||V|]. Damit ergibt sich mit
Hilfe der Voraussetzung:

SnTl = IS+ 17Tl - lsuT]
= deg(z) + deg(y) — |SUT|
> [ViI=lsuT]
> [VI=1vi
=0
Mithin gibt es ein v; € SN T. Werden in C die Kanten {z,y} und {v;,vi41} durch
{z,viy1} und {y,v;} ersetzt, so entsteht ein Hamiltonkreis ohne {z,y}, also in G. Dies

ist ein Widerspruch zur Annahme, dass G nicht hamiltonsch ist, und das Theorem ist
bewiesen. ]

Definition 3.20 Es sei G = (V, E) ein Graph.

1. Fine Eulertour in G ist ein Kreis, der jede Kante von G genau einmal durchlduft.

2. G heifit eulersch, falls G eine Fulertour enthdlt.

Beispiele: Der linke Graph ist eulersch und der rechte Graph dagegen nicht:

Theorem 3.21 (EULER) Ein zusammenhdngender Graph G = (V,E) ist genau dann
eulersch, wenn alle Knoten geraden Grad haben.

Beweis: Wir beweisen beide Richtungen einzeln.

(=) Offensichtlich: Jeder Knoten muss besucht und wieder verlassen werden.
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(<) Wir benutzen folgendes Verfahren, um eine Eulertour zufinden: Wir starten bei einem
beliebigen Knoten v; und durchlaufen Kanten in beliebiger Reihenfolge (ohne eine
Kante zweimal zu benutzen). Da die Knotengrade alle gerade sind, muss der Weg
W1 wieder in v; enden. Liegen nicht alle Knoten auf W7, so gibt es einen Knoten vy
auf W1y, der zu einer nicht benutzten Kante inzident ist. Wir starten das Verfahren
auf vo, um einen Weg Wy zu bekommen, der wieder in vy endet. Wir kénnen nun
die beiden Wege W7 und W3 zu dem ldngeren Weg

(1)1,...,1)2, ..y U9, ...,1}1)
—_——— —— —(—
Wwh Wa wWh

verschmelzen, der jede Kante nur einmal benutzt. Wenden wir das Verfahren nun
iterativ solange an, bis alle Knoten besucht sind, so erhalten wir die gesuchte Euler-
tour.

Damit ist das Theorem bewiesen. ]

3.4 Planare Graphen

Definition 3.22 Es sei G = (V, E) ein Graph.

1. G heifit planar (oder pléattbar), falls G so gezeichnet werden kann, dass sich keine
Kanten kreuzen.

2. G heifit eben, falls G planar und in einer kreuzungsfreien Darstellung (Einbettung
in der Ebene) gegeben ist.

Beispiele: Im Folgenden sind der oberen Reihe die vier Graphen Ky, K5, K3
und K33 angegeben. Die Reihe darunter enthalten Darstellungen der ebenen
Graphen im Falle, dass die dariiber liegenden Graphen planar sind.
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K, und Ks 3 sind planar, K5 und K33 sind nicht planar.

Es sei G = (V, E) ein ebener Graph. Ein Gebiet (Facette) ist ein Teil der Ebene, der
entsteht, wenn die Ebene entlang der Kanten zerschnitten wird.

Beispiele: Wir zéhlen leicht nach, dass der K4 vier Gebiete und der K 3 drei
Gebiete besitzt. Dabei heiflen die endlichen Gebiete im Inneren von Kreisen
innere Gebiete und das unendliche Gebiet dufieres Gebiet.

Theorem 3.23 (Eulersche Polyederformel) Es sei G = (V, E) ein zusammenhdngen-
der, ebener Graph. Es sei F' die Menge der Gebiete von G. Dann gilt:

IEl =&l =Vl +2

Beweis: (Induktion) Wir fithren ein Beweis mittels vollstandiger Induktion iiber den
Exzess von Graphen. Der Ezzess von G = (V, E) ist definiert als

ex(G) =aet [|1E] = [V + F,

wobei k die Anzahl der Zusammenhangskomponenten von G ist. Fiir zusammenhéngende
Graphen G = (V, E) gilt somit ex(G) = ||E|| — ||[V||+ 1 > 0.

e Induktionsanfang: Es sei G = (V, E) ein zusammenhingender, ebener Graph mit
ex(G) =0, d.h. [|[E]| = ||V]| — 1. Somit ist G ein Baum. Da G keine Kreise enthélt,
gibt es genau ein Gebiet und es gilt 1 = ||E|| — ||V + 2.

o [nduktionsschritt: Es sei G = (V, E) ein zusammenhéngender, ebener Graph mit
ex(G) > 0. Somit ist G kein Baum. Es gibt also einen einfachen Kreis C' in G. Es sei
e eine beliebige Kante auf C. Die Kante e trennt das Gebiet f; innerhalb des Kreises
C von dem Gebiet fy auflerhalb von C. Es sei G’ =gef (V, E \ {e}) der ebene Graph,
der aus G entsteht, wenn e entfernt wird. Dadurch verschmelzen die Gebiet f; und
f2 zu einem Gebiet in G’. Auflerdem ist G’ nach ... wieder zusammenhingend, also
gilt ex(G’) = ex(G) — 1. Nach Induktionsvoraussetzung gilt somit:

1Fl=[Fl-1 +1= [E|l-1 ~[V[+2+1=][E|-[V]+2
~—_——— ~—_——
Gebiete von G’ Kanten von G’
Damit ist das Theorem bewiesen. ]

Theorem 3.24 Fiir jeden planaren Graphen G = (V, E) mit [|V|| > 3 gilt

IE] < 3]V - 6.
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Beweis: Es geniigt die Aussage fiir kantenmaximale planare Graphen zu zeigen. Es sei
G = (V, E) ein kantenmaximaler planarer Graph. Das Einfiigen einer weiteren Kante in G
wiirde also die Planaritét zerstoren. Somit ist G zusammenhéngend. G sei als ebener Graph
gegeben. Jede Kante begrenzt hochstens zwei Gebiete von G. Somit gilt || F|| < 2|/ E||. Wei-
terhin wird jedes Gebiet von mindestens drei Kanten begrenzt. Somit folgt [|F|| < 2| E].
Mit Theorem 3.23 erhalten wir:

2
3 BN = F) =12l = [IV] +2
Umstellung der Ungleichung nach ||E|| ergibt das Theorem. |
Beispiele: K3 ist nicht planar, denn es gilt 10 € 3-5—6 = 9. Der K35 hat also
eine Kante zuviel. Entfernen wir eine beliebige Kante aus dem Kj, so erhalten

wir den fast vollstdndigen Graphen K73. Dieser erfiillt die Kantenbilanz und ist
auch planar:

Der K3 3 erfiillt auch die Kantenbilanz, ist jedoch nicht planar (siehe Ubungs-
aufgabe).

Eine Unterteilung eines Graphen G = (V, E) entsteht dadurch, dass Kanten e € E durch
neue Pfade p. ersetzt werden.

Beispiel: Eine Untereilung des K3 kénnte zum Beispiel wie folgt aussehen:

K5 und K33 sind gewissermaflen die kleinsten, nicht planaren Graphen. Ohne Beweis
geben wir den Satz von Kuratowski an, der planare Graphen durch den Ausschluss von
K5 und K33 charakterisiert.

Theorem 3.25 (KURATOWSKI) Fin Graph G ist genau dann planar, wenn G keine
Unterteilung des K5 oder K33 als Teilgraph enthilt.
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3.5 Graphfirbungen

Definition 3.26 Es sei G = (V, E) ein Graph.

1. Eine Knotenfirbung von G mit k Farben ist eine Abbildung ¢ : V — {1,...,k} mit
c(u) # c(v) fir alle Kanten {u,v} € E.

2. Die chromatische Zahl x(G) von G ist die minimale Anzahl k von Farben, sodass
eine Knotenfirbung von G mit k Farben existiert.

Beispiele: In den folgenden Abbildung sind Graphfirbungen mit der minima-
len Anzahl von Farben gezeigt:

4 3 2 1

Dazu korrespondieren die allgemeinen Félle:

1. K,, benotigt n Farben.
2. C9, benstigt 2 Farben.
3. Co,11 bendtigt 3 Farben.

Die Graphen mit chromatischer Zahl 2 sind genau die bipartiten Graphen. Ein Graph
G = (V,E) heifit bipartit, falls es disjunkte Knotenmengen A und B mit AUB =V
gibt, sodass die induzierten Teilgraphen G[A] und G[B] keine Kante enthalten. Kanten
verlaufen also nur zwischen den Knotenmengen A und B, aber nicht innerhalb der Mengen.
Wenn wir uns auf die Bipartitheit beziehen, schreiben wir auch G = (AW B, E). (Hierbei
bedeutet AW B, dass wir die Vereinigung von zwei disjunkten Mengen A und B bilden.)
Der Zusammenhang mit einer Graphfirbung mit zwei Farben ist klar: Die Menge A enthélt
die Knoten der einen Farbe und die Menge B die Knoten der anderen Farbe.

Theorem 3.27 Ein Graph G = (V, E) ist genau dann bipartit, wenn er keinen einfachen
Kreis ungerader Lange als Teilgraph enthdlt.

Beweis: Wir zeigen beide Richtungen einzeln. O.B.d.A. kann der Graph als zusammen-
hingend angenommen werden. Anderenfalls argumentieren wir fiir jede Komponente.

(=) Wir beweisen die Kontraposition. Ein einfacher Kreis Cy,4+1 ungerader Lénge beno-

tigt mindestens drei Farben. Somit ist ein Graph, der einen solchen Kreis enthélt,
nicht bipartit.
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(<) Es sei G = (V, E) ein Graph, der nur einfache Kreise gerader Linge enthilt. Wir
wéhlen einen beliebigen Knoten v und betrachten die zugehorigen Knotenmengen:

A =ger { u | kiirzester (u,v)-Weg hat gerade Lénge }
B =4et { u | kiirzester (u,v)-Weg hat ungerade Lénge }

Dann gilt sicherlich AN B = ) sowie AU B = V. Wir miissen noch zeigen, dass die
induzierten Teilgraphen G[A] und G[B] keine Kanten enthalten. Es seien z,y € V
zwei verschiedene Knoten, die entweder beide in A oder beide in B liegen. Es
seien P, = (ug,u1,...,ug) mit x = ug und ux = v ein kiirzester (z,v)-Pfad und
Py = (ug,ul, ..., up,) mity = uy und up, = v ein kiirzester (y, v)-Weg. Dann ist k+£'
gerade. Es sei u; der erste Knoten auf P, der auch auf P, vorkommt, d.h., u; = u;.,
fiir ein geeignetes j'. Betrachten wir die Pfade P, = (uy, ..., uj,u;url, ..., u),) und
Py = (ug, . .. ,u;.,, Uji1, .-, up), dann sind Py wieder ein kiirzester (x, v)-Pfad und P,
ein kiirzester (y, v)-Pfad. Mithin gilt j+k'—j" = k. Also gilt j+j' = k+k'+2(5' — k'),
und j + j' ist gerade. Wenn nun {z,y} € E gelten wiirde, so wiirde G den einfachen
Kreis (z,. .. ,uj,u;,_l, ...,y,x) der Linge j + 7' + 1 enthalten. Da einfache Kreise
ungerader Lénge ausgeschlossen sind, gilt {z,y} ¢ E. Somit verlaufen keine Kanten
zwischen Knoten in A und keine Kanten zwischen den Knoten in B. Damit ist G
bipartit.

Damit ist das Theorem bewiesen. []

Korollar 3.28 Fir jeden Baum T = (V, E) mit |V|| > 2 ist x(T) = 2.

Beweis: Wegen der Kreisfreiheit sind Baume bipartit. Somit gilt x(7') < 2 fiir jeden
Baum T = (V, E). Wegen ||V|| > 2 enthilt T" eine Kante, somit ist x(7") > 2. Mithin gilt
x(T) =2. |

Ohne Beweis geben wir das folgende beriihmte Theorem an, das erstmals 1976 von Appel
und Haken unter Einsatz eines Computerprogramms zur Uberpriifung von mehr als 1.500
Einzelfdllen bewiesen wurde. Insbesondere folgt aus dem Theorem, dass auf politisch-
geographischen Landkarten vier Farben geniigen, um alle Lénder so zu farben, dass Gren-
zen nur zwischen Léndern unterschiedlicher Farben verlaufen.

Theorem 3.29 (Vierfarbensatz) Fir jeden planaren Graphen ist x(G) < 4.

Definition 3.30 Es sei G = (V, E) ein Graph.

1. FEine Kantenfarbung von G mit k Farben ist eine Abbildung ¢ : E — {1,...,k} mit
c(e) # c(f) fir alle Kanten e, f € E miten f # 0.

2. Der chromatische Index x/(G) von G ist die minimale Anzahl k von Farben, sodass
eine Kantenfirbung von G mit k Farben existiert.
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Wiederum ohne Beweis geben wir folgendes Theorem an, das zeigt, dass der chromatische
Index eines Graphen nur einen von zwei Werten annehmen kann.

Theorem 3.31 (VIZING) Fir jeden Graphen G = (V, E) gilt A(G) < X' (G) < A(G)+1,
wobei A(G) der mazimale Grad eines Knoten von G ist.

3.6 Matchings in Graphen

Definition 3.32 Es sei G = (V, E) ein Graph.

1. Eine Kantenmenge M C E heifst Matching in G, falls e N f = 0 fiir alle Kanten
e, f €M mitez# f gilt.

2. Ein Matching M C E heifst perfektes Matching, falls | M| = 3||V|| gilt.

Mit anderen Worten: Ist M ein Matching in einem Graphen G, so ist jeder Knoten v von
G zu hochstens einer Kante e € M inzident. Gilt v € e fiir eine Kante e € M, so wird
der Knoten v von M tberdeckt. Ein perfektes Matching iiberdeckt somit jeden Knoten des
Graphen G.

Beispiele: In folgenden Graphen bilden die roten Kanten jeweils Matchings:

Das Matching in der Mitte ist perfekt, wihrend links nur ein weiteres Matching
gezeigt ist. Der Sterngraph rechts besitzt kein perfektes Matching.

Fiir bipartite Graphen kénnen wir die existierenden Matchings genau charakterisieren.
Dafiir erweitern fiir einen Graphen G = (V, E) die Schreibweise Ng(v) fiir die Nachbar-
schaft eines Knotens v auf die Nachbarschaft Ng(X) einer Knotenmenge X C V:

Ne(X) =qaet | Na(v)
veX

Wenn der Graph G aus dem Kontext heraus klar ist, lassen wir wieder den Index G weg.

Theorem 3.33 (HALL; Heiratssatz) Fiir einen bipartiten Graphen G = (AW B, E) gibt
es genau dann ein Matching M der Kardinalitit ||M|| = ||Al|, wenn |[N(X)|| > || X]| fir
alle X C A gilt.
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Beweis: Wir beweisen beide Richtung einzeln.

(=) Es sei M ein Matching der Kardinalitét ||M|| = ||Al|. Jede Teilmenge X C A hat
somit genau || X || Nachbarn in B. Folglich gilt | N (X)|| > || X].

(<) Wir fithren den Beweis mittels Induktion iiber die Kardinalitét der Menge ||A]|.

— Induktionsanfang: Fiir m = 1 ist die Aussage offensichtlich.

— Induktionsschritt: Es sei m > 1. Es sei G = (AW B, E) ein beliebiger bipartiter
Graph mit || A|| = m. Wir unterscheiden zwei Félle:

« 1. Fall: Fur alle S € A mit 0 < ||S]| < m gilt |[N(S)|| > ||S|| + 1. Wir
konstruieren ein Matching M wie folgt: Es sei e = {u,v} € E eine beliebige
Kante mit u € A und v € B. Fiir den Graphen G’ =4¢f G[AWB\ {u, v}] gilt
Ng(X) = Ng(X)\ {v} und mithin ||[Ng/(X)|| > || X|| fir alle X C A\ {u}.
Nach Induktionsvoraussetzung enthélt der Graph G’ ein Matching M’ der
Kardinalitdt ||M'|| = ||A\ {u}|| = m — 1. Somit ist M =q4¢¢ M' U {e} ein
Matching in G der Kardinalitdt ||M|| = || A = m

% 2. Fall: Es gibt ein S C A mit 0 < ||S|| < m und [|[N(S)|| = ||S|. Wir
halten ein S fest und konstruieren ein Matching M wie folgt: Es seien

G’ =def G[SUNg( )]
G" =qet G[(A\S)U(Ng(A4)\ Na(9))]

Fiir alle X C S gilt Ng/(X) = Ng(X) und somit ||[Ng(X)|| > || X].
Nach Induktionsvoraussetzung (beachte: ||S|| < m — 1) gibt es ein Mat-

ching M’ der Kardinalitidt ||M’|| = ||S]| in G’. Fiir alle X C A\ S gilt
Ngn(X) N Ng(S) = 0. Wir erhalten:
[INen(X)|| = |Nen(X) UNG(S)[| = [Na(S)]l

= [[Na(X)UNg(9)| = [INa(S)]
= [[Na(X US| = [Na(5)]

X US| = [INa(S)]l

XN+ 1151 = INa(9)]]

= |IX]

Y

Nach Induktionsvoraussetzung (beachte: ||S|| > 1 bzw. ||[A\ S| < m — 1)
gibt es ein Matching M” der Kardinalitét | M"|| = ||A\ S| in G”. Da die
Menge der durch M’ und die Menge der durch M” iiberdeckten Knoten
disjunkt sind, ist M =qo¢ M’ U M" ein Matching in G der Kardinalitit
IM] = S]] + 4\ S| = | A]| = m

Damit ist das Theorem bewiesen. [ ]

Korollar 3.34 Jeder k-regulire, bipartite Graph G enthdlt ein perfektes Matching und hat
den chromatischen Index x'(G) = k.
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Beweis: Wir beweisen beide Aussagen einzeln.

1. Es sei G = (AW B, E) ein k-regulérer, bipartiter Graph. Dann gibt es k- [|A|| = || F||
Kanten, die von A nach B verlaufen. Andererseits verlaufen auch ||E|| = k - ||B]|
Kanten von B nach A. Mithin gilt ||A|| = ||B]|. Jedes Matching M der Kardinalitét
|M|| = ||A|| ist somit ein perfektes Matching. Es sei X C A. Dann gibt es k - || X||
Kanten, die in die Nachbarschaft N (X) fithren. Jeder Knoten v € N(X) ist adjazent
zu hochstens k Knoten in X. Somit gilt k- [| X || < k- [|[N(X)| bzw. || X]| < ||[N(X)].
Nach Theorem 3.33 gibt es somit ein perfektes Matching in G.

2. Der Nachweis erfolgt iiber Induktion iiber k und ist eine Ubungsaufgabe.

Damit ist das Korollar bewiesen. [ ]
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Rekursionen 4

4.1 Analyse von Algorithmen

Rekursionsgleichungen treten hiufig bei Laufzeitanalysen von Algorithmen auf. Exem-
plarisch werden wir dies am wohlbekannten euklidischen Algorithmus zur Bestimmung
des grofiten gemeinsamen Teilers zweier natiirlicher Zahlen diskutieren. Zur Erinnerung
geben wir den Algorithmus noch einmal an (fiir Korrektheit und Herleitung siehe Skriptum
,Briickenkurs Mathematik®):

Algorithmus: EUKLID

FEingabe: positive natiirliche Zahlen n,m mit m <n
Ausgabe: ggT(m,n)

1 IF m teilt n

2 RETURN m

3. ELSE

4 RETURN EukLID(mod(n,m),m)

Die Laufzeit des Algorithmus wird sicher mafigeblich von der Anzahl der rekursiven Auf-
rufe bestimmt. Es ist also die Frage zu beantworten, wie viele rekursive Aufrufe von
EukLID(m,n) benotigt werden. Wir nehmen im Folgenden stets an, dass m < n gilt.

Beispiel: Eine triviale obere Schranke fiir die Anzahl der Aufrufe ist sicher n.
Dabei sind wir aber viel zu pessimistisch. Beispielsweise gilt

EUKLID(36,120) = EUKLID(12,36) = 12,

womit also nur eine rekursiver Aufrufe erfolgt. Fiir EUKLID(89, 144) werden
genau 9 rekursive Aufrufe benttigt. Und dies ist die maximale Anzahl rekursive
Aufrufe von EUKLID(m, 144) fiir alle 1 < m < 144.

Die maximale Anzahl der rekursiven Aufrufe ist eng mit den FIBONACCI-Zahlen verbun-
den. Die n-te FIBONACCI-Zahl F,, ist wiederum rekursiv wie folgt definiert:

Fn =qet Fn-1+ Foo fir n > 2
Fi =gt 1
Fo =qer O
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Die Folge der FIBONACCI-Zahlen beginnt mit 0,1,1,2,3,5,8,13,21, 34, 55,89, 144, .... Die
in obigem Beispiel verwendeten Zahlen 89 und 144 sind also gerade F7; und Fis. Benach-
barte FIBONACCI-Zahlen sind nun gerade schlechteste Eingaben fiir den euklidischen Algo-
rithmus.

Lemma 4.1 Es seien k,m,n € Ny beliebige natiirliche Zahlen. Dann gilt:

1. EUKLID(F)49, Fi13) bendtigt genau k rekursive Aufrufe.

2. Wenn EUKLID(m,n) mindestens k rekursive Aufrufe bendtigt, dann gilt n > Fyy3
und m > Fiio

Beweis: (Induktion) Wir zeigen beide Aussagen im Block mittels vollstédndiger Induktion
iber k.

o Induktionsanfang: Es sei k = 1. Es gilt F3 = 2 und Fy = 3.

1. Wegen EUKLID(2,3) = EUKLID(1,2) = 1 erfolgt genau ein rekursiver Aufruf.

2. Wir betrachten alle Félle mit n < 3 oder m < 2. Wegen EUKLID(2,2) = 2 und
EukLID(1,n) = 1 erfolgt in allen diesen Féllen kein rekursiver Aufruf. Damit
ist die Kontraposition der Aussage fiir k = 1 gezeigt und die Aussage ist wahr.

o Induktionsschritt: Es sei k > 1. Damit gilt
12> Fry1 < Fiqo2 < Fy3 = Fro + Fp1 <2 Fgo
und folglich Fj1o [ Fiy3 mit mod(Fy4s, Fyio) = Fiiq.

1. Es gilt EUKLID(Fyy2, Fit3) = EUKLID(Fyy1, Fit2). Nach Induktionsvorausset-
zung bendtigt EUKLID(F{;_1)42, F{r—1)43) genau k—1 rekursive Aufrufe. Mithin
benotigt EUKLID(Fy9, Fi43) genau k rekursive Aufrufe.

2. Fir m und n benédtige EUKLID(m,n) mindestens k£ > 2 rekursive Aufrufe.
Dann gilt EUKLID(m, n) = EUKLID(mod(n, m), m) und EUKLID(mod(n,m),m)
benétigt mindestens k—1 > 1 rekursive Aufrufe. Nach Induktionsvoraussetzung
gilt m > Fij_1)43 sowie mod(n, m) > F(;_1)1o. Mithin gilt:

n > m+ mod(n,m) > Fyyo + Frpi1 = Fiys

Damit ist das Lemma bewiesen. []

Korollar 4.2 Es seien m,n € Ny beliebige natiirliche Zahlen mit m > n. Dann st die
Anzahl der rekursiven Aufrufe von EUKLID(m,n) beschrinkt (mit Gleichheit) durch

k* —def Max { k | Fk+3 <n }
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Mit dem Wissen um die Formel

1 (1+v5\" 1 [1-v5\"
Fb=—|——] ——|— (4.1)
Vi 2 Vi 2
folgt k* = O(logn) und damit eine asymptotisch prézise Aussage iiber das Laufzeitver-

halten von EUKLID. Der Algorithmus terminiert also fiir alle Eingaben mit héchstens
logarithmisch vielen rekursiven Aufrufen im Wert der gréfleren Zahl und ist damit schnell.

Im Folgenden wollen Gleichheiten wie die Formel (4.1) beweisen und auch herleiten.

4.2 Lineare Rekursionsgleichungen

Definition 4.3 FEine Rekursionsgleichung der Form
Ty = 01%Tp—1 + -+ QxTp_k + bk fir allen > k
mit den Anfangsbedingungen
z; = b; fir allei € {0,...,k—1}

heifst lineare Rekursionsgleichung k-ter Ordnung. Fiir by, = 0 heifit die Rekursionsgleichung
homogen sonst inhomogen.

Beispiel: Die einfachsten, nicht trivialen Rekursionsgleichungen sind homo-
gene, lineare Rekursionsgleichungen erster Ordnung;:

Tpn = Q- Tp—i firn>1

1‘0:[)0

Die Losung der Gleichung ist sofort einzusehen: x,, = by - a™.

Theorem 4.4 FEs sei eine inhomogene, lineare Rekursionsgleichung erster Ordnung

Ty, = Q- Tp_1-+b1 firn >1

ro = by

mit beliebigen Konstanten a,bg, b1 gegeben. Dann hat die Losung der Gleichung die Form:

n

—1
bg-a"—l—bl'ail, falls a # 1
o —
bo +n - by fallsa =1

Ty =
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Beweis: (Induktion) Wir zeigen das Theorem mittels vollstdndiger Induktion iiber n.

o Induktionsanfang: Es sei n = 0. Dann gilt fiir a # 1
0
a’ —1
=b
a—1 0

.ro:bo-aO-Fbl'

und fiira =1
xo9 =bg + 0- by = by.

o Induktionsschritt: Es sei n > 1. Fiir a # 1 gilt
(nach Definition)

Tp = G- Tp_1+b
a1 -1
= a- (bo a4 by - 1) + by (nach Induktionsvoraussetzung)
a —
n __
= bo'an—l—bl(a a—i—l)
a—1
n
-1
= b() . a” + bl . a
a—1

Fiir a = 1 ergibt sich aus der rekursiven Definition und der Induktionsvoraussetzung

Ty =Tp—1+b1=by+ (n—1)-by +by =by+n-by.

Damit ist das Theorem bewiesen.

Theorem 4.5 Es sei eine homogene, lineare Rekursionsgleichung zweiter Ordnung

Tp = Q1 Tp_1+0a9-Tp_o firn > 2
xrT = b1
rg = b()

mit a1 # 0 oder as # 0 gegeben. Es seien o, 3 € R Losungen von t? — ait — as = 0 und
A, B € R wie folgt definiert:

b1 — bof3

, fallsa#
A = -
def bl . boOz
——— fallsa=p
b1 — boO&
B =g ~_3 5 falls o # 3
bo, falls a = 3

Dann hat die Losung der Gleichung die Form:

) Aa" = Bp", fallsa# 3
n = (An+ B)a", falls o=
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Beweis: (Induktion) Wir zeigen das Theorem nur fiir den Fall a # [ und verwenden
dazu wiederum vollstédndige Induktion iiber n.

e Induktionsanfang: Es sei n € {0,1}. Fiir n = 0 gilt
bl—boﬁ—b1+b0a Oé—ﬂ

=Ad’-B’=A-B= =by - =b
ro = Aa g P 05— g -
und fiir n =1 gilt
1= Aot — BA' = Aa— pp = 1@ =B =+ bal _ a=5
a— 0 a— 0
o Induktionsschritt: Es sei n > 1. Dann gilt:
Ty = Q1 Tp—1+a9-Tp_o (nach Definition)

= a1+ (A" = BB ") +ay- (A" — BB )
(nach Induktionsvoraussetzung)
= g Aa" !t +agAa™? — B — apBA 2
= Aa"? (am1a+az) — BB ? - (a1 + az)
= Aa"?.a® - Bp . 5
(wegen a? — a1 —ag = 0 und 3% — a1 3 — az = 0)
= Aa" — Bp{"

Damit ist das Theorem bewiesen. ]

Die Folge der FIBONACCI-Zahlen ist durch eine homogene, lineare Rekursionsgleichung
zweiter Ordnung gegeben. Somit kann das Theorem 4.5 angewendet werden.

Korollar 4.6 Fir alle n € N gilt
po_ L (LB L (1=
"5 2 V5 2

Beweis: Nach Definition der FiBONACCI-Zahlen ist a; = ao = 1. Die Nullstellen von
t2 —t —1 sind

1 1 1 1
Ol—§+§\/57 5—5*5\/5

Fiir A und B rechnen wir aus:

A_I—O-ﬂ_ 1 1-0a 1
Vb V5 V5 5
Aus Theorem 4.5 folgt die Formel und das Korollar ist bewiesen. ]
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4.3 Erzeugende Funktionen

Wir gehen nunmehr dazu iiber, Losungen linearer Rekursionsgleichungen nicht mehr nur zu
beweisen sondern zu konstruieren. Dazu verwenden wir formale Potenzreihen und erzeu-
gende Funktionen. Fiir diese Begrifflichkeiten sind einige Sachverhalte aus der Analysis
(siche Skriptum ,Mathematische Grundlagen der Informatik®) zu wiederholen.

Rekursionen definieren unendliche Folgen ag, a1, ao, . . . von Zahlen. Wir représentieren eine
solche Folge durch eine formale Potenzreihe in der Variablen x:

A(z) =qet Y ag - 2"
k=0

Die rechte Seite der Definition ist die formale Potenzreihe — ,formal“ deshalb, weil Kon-
vergenzfragen von Potenzreihen unbeachtet bleiben. Insbesondere kénnen ganz allgemein
die Koeffizienten der Potenzreihe (die Folgenglieder) aus beliebigen Objekten wie z.B.
Graphen oder Wortern bestehen, fiir die der Konvergenzbegriff gar nicht definiert ist.

Eine formale Potenzreihe kann als Funktion A(z) in x aufgefasst werden. A(z) heifit dann
erzeugende Funktion der Folge ag, a1, az, .. ..

Aus der Analysis entnehmen wir folgenden Sachverhalt (Identitétssatz fiir Potenzreihen):

Sind fiir zwei Folgen ag, ay, . .. und by, by, . .. ihre erzeugenden Funktionen A(x)
und B(x) gleich, so gilt a, = by, fir alle n € N.

Erzeugende Funktionen reprisentieren also formale Potenzreihen und die zugehorigen Fol-
gen eindeutig.

Bestimmung der erzeugenden Funktion zu einer Folge. Um erzeugende Funktio-
nen zu bestimmen, benutzen wir Regeln zum Rechnen mit formalen Potenzreihen:

o Addition: Fiir zwei Folgen ag, a1, ... und bg, b1, ... gilt

(Z) : (Zbk‘xk) =3 (ot )
k=0 k=0

k=0

o Multiplikation: Fiir zwei Folgen ag, aq, ... und bg, by, ... gilt

(iakxk> ' (ibkxk> :i ( 3 ak'bnk> -~z
k=0 k=0 n=0 \k=0
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o Indexverschiebung aufwdrts: Fiir die Potenzreihe zu der Folge, die aus der Transfor-
mation ag, ai,az,...— 0,0,...,0,a9,a1,a9,... resultiert, gilt
N——

Zak z™ Zak z*

o Indexverschiebung abwirts: Fiir die Potenzreihe zu der Folge, die aus der Transfor-

mation ag, a1, a2 ... Gy, Gmt1, Gmt2, - - - Tesultiert, gilt

o) oo ] m—1

g ak+m-mk:m_m~2ak+m-xk+m:x_m~ Zak-:nk — ay - ¥

k=0 k=0 k=0 k=0

e Differenzieren: Fiir die erste Ableitung der Potenzreihe zu ag, a1, ... gilt
o0 / o0 o0
k _ k

Z T = Z ag - z" g k-ay - z* Z Dagy1 - x
k=0 k=0 k=0

Die Ableitung einer Potenzreihe entspricht somit der Transformation auf Folgen:
ap,a1,a2,...,0Qk, ... a1,2a2,...,kak,...

Die im Zusammenhang mit linearen Rekursionsgleichungen fundamentale Potenzreihe ist
die geometrische Reihe
[e.e]
) =qor Y _ ¥,
k=0

d.h. die formale Potenzreihe von 1,1, 1, ... Die erzeugende Funktion A(z) kénnen wir wie
folgt explizit bestimmen:

oo oo o0 oo
:Zxk:1+Z$k:1+l"21‘k71:1+$'Z$k:1+$'14($)
k=0 k=1 k=1 k=0

Die erzeugende Funktion der Folge 1,1,1,... ist somit:

Beispiele: Wir wollen die erzeugende Funktion A(z) = (1—z) ' von 1,1,1,...
benutzen, um beispielhaft weitere Potenzreihen und erzeugende Funktionen zu
bestimmen.

1. Die erzeugende Funktion B(x) von 1,2, 3,4, ... ist die erste Ableitung von

A(z): /
o) =40 = (125) = =
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2. Die erzeugende Funktion von 0,1,2,3,4,... ergibt sich durch Indexver-
schiebung um eine Position aufwirts aus B(z):

T

m-B(a:):m

3. Die erzeugende Funktion von 1,a,a?, a3, ... ergibt sich durch Substitu-

tion aus A(z):

Zak gk = Z(ax)k = Alax) = !

C1-—ax
k=0 k=0

Die nachfolgende Ubersicht fasst einige Beispiele wichtiger Potenzreihen und erzeugender
Funktionen zusammen, die benutzt werden kénnen, um erzeugende Funktionen zu einer
gegebenen Folge zu bestimmen:

Folgenglied a;,  Folgenanfang formale Potenzreihe erzeugende Funktion

[ee]
1
1 L1,1,1,... F
) ) ) ) Z"'E 1 —

k=0
> x

k 0,1,2,3,... k- 2" —
= =2
= 1

k 2 .3 kL k

1 .

@ , QL7 kz_oa x T
> z(1+ )

k2 0,1,4,9,... K% 2F L M
2 i=o

1 11 =1 1

- 0,1,-,=,. = . gk 1

k SN kz_l kT -

1 11 =1 N

H ]., ]., 5, 6, . Z y X e

e
Il
<)

Bestimmung der Folge zu einer erzeugenden Funktion. Haben wir nun eine erzeu-
gende Funktion A(z) gegeben, wie bestimmen wir die zugehorige Folge? Dazu betrachten
wir die n-te Ableitung von A(z) (soweit dies moglich ist, was in unseren Fille aber stets
der Fall ist):

A () = (Z a - :U’“) = Z K% - ap - b
k=0 k=n

Setzen wir x = 0, so ist 2™ = 0 fiir m > 0 und wir erhalten:

AM(0) =n!-a,
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Mithin gilt also fiir das k-te Folgenglied der zu A(z) gehérenden Folge
AWK (0)
k!

und die zu A(z) gehdrende Potenzreihe ist die TAYLOR-Reihe von A(z) (um den Entwick-
lungspunkt zp = 0):

ap =

X Ak)

k!
k=0
Beispiel: Es gilt (¢*)’ = e* und somit

x_oo 1 k
k=0

Die Methode der erzeugenden Funktionen. Lineare Rekursionsgleichungen kon-
nen nun mit Hilfe der auf formalen Potenzreihen basierenden Methode der erzeugenden
Funktionen gelost werden. Diese Methode vollzieht sich in einer Reihe von Rechenschritten
(siehe Kasten).

Schema der Methode der erzeugenden Funktion zur Auflésung linearer
Rekursionsgleichungen k-ter Ordnung;:

1. Aufstellen der erzeugenden Funktion als Potenzreihe

2. Anwendung der Rekursionsgleichung

3. Umformen der rechten Seite nach der erzeugenden Funktion

4. Auflésen nach der erzeugenden Funktion

5. Ersetzen der neuen rechten Seite durch eine Potenzreihe (TAYLOR-Reihe)

6. Koeffizientenvergleich (nach dem Identitétssatz fiir Potenzreihen)

Wir wollen die Methode der erzeugenden Funktion exemplarisch an den Fibonacci-Zahlen
nachvollziehen.

1. Aufstellen der erzeugenden Funktion als Potenzreihe

Fiir die Folge (F},)nen definieren wir die erzeugende Funktion F'(z) als Potenzreihe:

oo
F(x) —def ZFn "
n=0
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2. Anwendung der Rekursionsgleichung

Wir setzen zunichst die Anfangsbedingungen und anschlieend die rekursive Definition
der Folge (F),)nen in die Potenzreihe ein:

oo
F(z) = F0+F1:L'+ZF”'$”

n=2

00
= x+Z(Fn—1+Fn—2)'xn

n=2

3. Umformen der rechten Seite nach der erzeugenden Funktion

Wir driicken die rechte Seite durch Umformung der Potenzreihe und Indexverschiebung
mit Hilfe von F(z) aus:

F(z) =

8

00
+ Zanl'xn + Zan2'xn
n=2 n=2
00
n=1 n=0

o0
= z + a:ZFn:c” + xQZFn-x”
n=1 n=0

= = + z(F(z)— Fy) + 2°F(z)
= = + zF(z) + 2°F(x)

4. Auflésen nach der erzeugenden Funktion

Durch Umstellung nach F(z) erhalten wir:

x
Fz) = 1—z—a2

5. Ersetzen der neuen rechten Seite durch eine Potenzreihe (TAYLOR-Reihe)

Anstatt F(z) in eine TAYLOR-Reihe zu entwickeln, verwenden wir die Partialbruchzerle-
gung, um F'(x) in uns schon bekannte Potenzreihen zu tiberfithren. Wir verwenden fiir die
Partialbruchzerlegung den Ansatz

T A B

1—x—a:2_1—a3;+1—5a:
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und versuchen A, B, « und 3 geeignet zu bestimmen. Mit Hilfe des Ansatzes erhalten wir
dann fiir F'(x) unter Verwendung der geometrischen Reihe:

=43 (az)* + BY (Ba)"
n=0 n=0

Gemif dem Ansatz miissen die Parameter die beiden folgenden Gleichungen erfiillen:
1-—az)(1-Bz) = 1—x—2° (4.2)
Al—-px)+B(l—ax) = =z (4.3)

Aus Gleichung (4.2) folgt 1— (a+8)x+afz? = 1 —z —2? und mithin durch Koeffizienten-
vergleich o + 8 = 1 und a8 = —1. Daraus folgt (1 — a) = —1 und somit o® —a — 1 = 0.
Durch Bestimmung der Nullstellen erhalten wir

_1+45 _1-v5
==, B=—

Aus Gleichung (4.3) folgt zunéchst:
x = A(l-px)+ B(l—ax)
= A—Afx+ B — aBx
= A+ B - (Af + Bax)

Durch Koeffizientenvergleich ergeben sich die Bedingungen A+ B = 0 und AG+ Ba = —1.
Folglich muss A( — a) = —1 gelten. Durch Einsetzen der konkreten Werte fiir o und 3

erhalten wir:
A<1—2x/5_ 1+2\/5> V-

Damit finden wir fiir die Parameter A und B die Werte

1 1
A=—, B=-—.
Vb V5

Die erzeugende Funktion F'(x) ist somit durch folgende Potenzreihe ausdriickbar:

X (1+v5 " 1 & (1-v5 \"
() - Hn ()

£[a(+) a5

Da wir die fiir F'(x) angesetzte Potenzreihe nur algebraisch dquivalent umgeformt haben,
konnen wir einen Koeffizientenvergleich durchfiithren und erhalten als Ergebnis fiir die n-te

Fibonacci-Zahl: n n
p_ L (1t VEY 1 [1-45
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4.4 Hohere Rekursionsgleichungen

Die Methode der erzeugenden Funktion kann auch auf nichtlineare Rekursionsgleichung
angewendet werden. Dies fithrt unter Umstdnden zu sehr komplizierten Berechnungen,
die héufig zu keinen geschlossen darstellbaren Ergebnissen fithren. Wir wollen an einem
Beispiel aus der Kombinatorik hohere Rekursionsgleichungen diskutieren.

Catalanzahlen. Wir betrachten das Problem, die Anzahl korrekt geklammerter Zei-
chenkette zu zéhlen. Eine Zeichenkette ist korrekt geklammert, wenn es fiir jede 6ffenende
Klammer eine schlieende existiert. Beispielsweise sind (()) und ()(()) korrekt geklammert;
(()))() ist dagegen nicht korrekt geklammert. Formal: Ein Wort x = x1 ...z, € {(,)}* heifit
legaler Klammerausdruck, falls gilt:

0) [{ift<i<nunda; =(}|=[{i[1<i<nundz; =)}
@ {i|]l<i<gjundaz; = (} >[{i]1 <i< junda; =) }| fiir alle
jed{l,...,n—1}

Klarerweise miissen legale Klammerausdriicke stets eine gerade Lénge besitzen. Die n-
te Catalanzahl C), ist definiert als die Anzahl legaler Klammerausdriicke mit genau n
offnenede Klammern; Cy =g¢r 1.

Beispiele:

1. C1 =1, denn () ist einziger legaler Klammerausdruck mit einer 6ffnenden
Klammer.

2. Cy = 2, denn ()() und (()) sind die einzigen legalen Klammerausdriicke
mit zwei 6ffnenden Klammer.

3. C3 =5, denn ()()(), (())(); 0(0), (O() und ((())) sind die einzigen legalen
Klammerausdriicke mit drei 6ffnenden Klammer.

Catalanzahlen kéonnen geméf folgender Rekursion bestimmt werden.

Lemma 4.7 Fir alle n € Ny gilt

Cn=)_ Ci-1 Cur.
k=1

Beweis: (kombinatorisch) Es sei A, die Menge legaler Klammerausdriicke, bei denen
die erste 6ffnende Klammer an der Position 2k geschlossen wird, d.h., Worter der Form

(v D[ w ]

1 2k 2n
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Das Wort v enthélt k£ — 1 6ffnende Klammern, w enthélt n — k 6ffnende Klammern. Somit
folgt || Ap k|l = Cr—1 - Cp—i. Wegen Ay, N Ay iy = 0 fiir k # k' gilt

n n n
Co= || Ank| =D IAnkll =Y Chor - Cupe
k=1 k=1 k=1
Damit ist das Lemma bewiesen. ]

Theorem 4.8 Fiir allen € N gilt

1 2n
O =
" 41 < n >
Beweis: Wir verwenden die Methode der erzeugenden Funktion.

1. Aufstellen der erzeugenden Funktion als Potenzreihe: Wir definieren C(z) als
C(&) =t Y Co-a”
n=0
2. Anwendung der Rekursionsgleichung: Mit Hilfe von Lemma 4.7 erhalten wir
C(z) = l—i—iCn-x” = 1+§: <zn:Ck1 ‘an-) "
n=1 n=1 \k=1

3. Umformen der rechten Seite nach der erzeugenden Funktion: Wir rechnen weiter aus

Clz) = 1+Y. <Z Ch_1 - Cn_k> "

e’} n—1
= 14z Z (Z C - Cn—l—k) zn !

n=1 \k=0

= 1+x-z (ch-cn_k) z"

n=0 \k=0
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4. Aufiésen nach der erzeugenden Funktion: Es gilt also 0 = z - C(x)? — C(x) + 1 bzw.

1\2 1 1
2 _
(C(x) _2:c) "ty

JI=1
e L dh.
X

1
Somit folgt ’C’(:z:) ~ 5
x

IREGET:

C(x) 5

Wegen C(0) = Cy = 1 entfillt die Losung fiir + und die erzeugende Funktion ist:

1-+v1—-4
C(z) = i
2z
5. Ersetzen der neuen rechten Seite durch eine Potenzreihe (TAYLOR-Reihe): Um C(z) in
eine Potenzreihe zu entwickeln, betrachten wir zunichst die Funktion f(2) =ger V1 — 2.
Fiir n > 1 gilt:

n—1

FO(z) = _ L. 1 2k =1 g ke (4.4)

2
k=1

Gleichung (4.4) beweisen wir mittels vollstdndiger Induktion iiber n:

!/
e Induktionsanfang: Fir n =1 gilt f/'(z) = ((1 = z)%> =—1-(1- z)_%.

o Induktionsschritt: Fiir n > 1 gilt mit Hilfe der Induktionsvoraussetzung

) = (57 0)

Damit ist die Gleichung (4.4) gezeigt und wir erhalten fiir f(z) die folgende TAYLOR-Reihe:

2, f(n)
e = S
n=0

n
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— f™M(0)
=1 Z ] -z
n=1
—( 1 2k—1 .

1

3
Il

= 2k—1
Zn+1 H g2

n=0 k=1

[\DM—A

[e.9]

z 1 2k-1
= 1_2'Zo(n+1)!'n 5 ¢

Daraus folgt nun fiir 1 — /1 — 4z =1 — f(4z):

1-V1—dz = 1—(1—495.50:( ! -ﬁ%_l-zw-xn)

|
2 = n+1)! P 2
o0 2n n
= 2.5 —T[@k-1) 2"
v T;)(rﬁ-l)! kl_[l( )@

Mithin erhalten wir fiir die erzeugende Funktion C(z):

o0 n

C(:c):z_%mj_nl)!~n(2k—l)-x”

k=1

6. Koeffizientenvergleich: Aus der Potenzreihendarstellung von C(x) gewinnen fiir n € N:

on -
c, = (2k —1)
" (n+1)! kl_I
=1
on 2:4-6- - - (2n)
= 1-3-5- -+ -(2n—1)-
(n+1)! 2n =1 5775 (2n)
B 2" (2n)!
 (n+1) 2n-n)
_ 1 2n
- n+1\n
Damit ist das Theorem bewiesen. [ ]
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Wahrscheinlichkeitstheorie 5

In diesem Kapitel legen wir die Grundlagen der diskreten Wahrscheinlichkeitstheorie, wie
sie in den informatischen Disziplinen hiufig zur Anwendung kommen.

5.1 Diskrete Wahrscheinlichkeitsraume

Definition 5.1 Ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum ist ein Paar (Q2, P), wobei

o Q= {wi,wy,...} eine abzihlbare Menge von Elementarereignissen w; und

e P:Q—[0,1] mit }° .qP(w) =1 ein Wahrscheinlichkeitsmaf} sind.

Eine Menge E C § heifit Ereignis. Die Wahrscheinlichkeit P(E) eines Ereignisses ist
definiert als

P(E) =aet »_ P(w).

weFE

Bemerkungen: Wir fithren einige zusétzliche Anmerkungen zu obiger Definition an.

1. Das Wahrscheinlichkeitsmaf3 P ist eigentlich eine Funktion P(2) — [0, 1]; statt
P({w;}) schreiben wir jedoch weiterhin P(w;).

2. Die leere Menge () heiflt unmdgliches Ereignis, da P()) = 0 gilt; die volle Menge €2
heiBBt sicheres Ereignis, da P(2) = 1 gilt.

3. Statt P(A) schreiben wir auch P[z € A].

4. Gilt P(w) = P(«/) fiir alle w,w’ € Q, so heiit P gleichverteilt.

Wir wollen die Begriffsbildungen an Hand einiger Beispiele verdeutlichen.

Beispiel: Wir modellieren zunédchst den Wahrscheinlichkeitsraum (2, P) fiir
den idealen Wiirfel. Die Menge der Elementarereignisse ist = {1,2,3,4,5,6}.
Das Wahrscheinlichkeitsma§ P ist die Gleichverteilung, d.h. P(w) = # fiir alle
w € Q. Betrachten wir das Ereignis F' = {1, 3,5}, so ergibt sich:

P(E) = P[ ,Wiirfel zeigt eine ungerade Augenzahl“ |
1 1 1 1

T 67676 2

Version v1.25 Fassung vom 16. Juli 2012



80

Kapitel 5. Wahrscheinlichkeitstheorie

Als zweites Beispiel modellieren wir nun einen abgenutzten Wiirfel, bei dem
durch #uflere Einwirkungen die 5 nicht von der 1 zu unterscheiden ist. Die
Menge der Elementarereignisse ist damit Q = {1,2,3,4,6}. Das Wahrschein-
lichkeitsmaf} ergibt sich zu

P(w) = {

Zur Uberpriifung der Normierungseigenschaft fiir P rechnet man einfach nach:
P+ ---+P4)+P(6) = % +4- % = 1. Betrachten wir nun das Ereignis
E ={1,2,3}, so ergibt sich:

falls w € @\ {1}
fallsw =1

W= o=

P(E) = P[ ,Wirfel zeigt hochstens eine 3¢ |
1112
3 6 6 3

Beispiel: Das dritte Beispiel betrifft die Modellierung eines Prozessors. Dabei
gehen wir von folgendem Szenario aus: Ein Prozessor fithrt in jedem Schritt
entweder eine Ein-/Ausgabe-Operation (Operation vom Typ I/O) oder eine
Rechenoperation (Operation vom Typ CPU) aus. Programme fiir den Prozes-
sor konnen in Ein-/Ausgabe-lastige (Typ I/O) oder rechenintensive (Typ CPU)
unterschieden werden. In einem gegebenem Kontext gelte fiir Programme vom
Typ I/0O, dass die Wahrscheinlichkeit, dass eine Rechenoperation ausgefiihrt
wird, gerade 0, 25 ist; fiir Programme vom Typ CPU sei diese Wahrscheinlich-
keit dagegen 0, 8. Das aktuell laufende Programm ist mit Wahrscheinlichkeit
0,7 vom Typ I/O. Wie grof8 ist die Wahrscheinlichkeit, dass im néichsten Schritt
eine Rechenoperation ansteht?

Wir veranschaulichen das Szenario zunéichst mit einem Entscheidungsbaum.

Programmtyp

Operationstyp

0,24 0,06 0,175 0,525

Der zugehorige Wahrscheinlichkeitsraum ist Q =go¢ {CPU,I/O}? mit den Ele-
mentarwahrscheinlichkeiten

CPU, CPU)
CPU,1/0)
1/0,CPU)
1/0,1/0)

0,24 = 0,3-0,8
0,06 = 0,3-0,2
0,175 = 0,7-0,25

(
P: (
(
( 0,525 = 0,7-0,75

—
—
—
=
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Die Wahrscheinlichkeit, dass im néchsten Schritt eine Rechenoperation ansteht,
ergibt sich damit als

P ({(CPU,CPU), (I/O,CPU)}) =0,24 + 0,175 = 0,415
Lemma 5.2 Es seien (2, P) ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum und A, B, Ay, ...,
A, C Q FEreignisse. Dann gilt:
1. PM)=0<P(A) <1=P(Q).
2. P(A)=1-P(A).
3. Ist A C B, so gilt P(A) < P(B).
4. Sind A1, ..., A, paarweise disjunkt, so gilt
P(lJ4,|=> Py).
j=1 j=1
Beweis: Wir beweisen die Aussagen einzeln:
1. folgt direkt aus Definition 5.1 (siche auch die nachfolgenden Bemerkungen).
2. Es gilt:
1 = P (nach Aussage 1)
= Z P(w) (nach Definition 5.1)
weN
= Y Plw) + Y P) (wegen AUA = Q)
w€eA wg A
= P(A)+P(4) (nach Definition 5.1)
Somit folgt P(A) =1 — P(A).
3. Es gilt:
P(B) = Z P(w) (nach Definition 5.1)
weB
= Y Pw) + > P (wegen A C B bzw. AU (B\ A) = B)
weA weB\A
= P(A)+P(B\A (nach Definition 5.1)

Daraus folgt P(B) — P(A) =P(B\ A) >0, d.h. P(4) < P(B).
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4. Es gilt:
n
U4 | = > P (nach Definition 5.1)
‘ welf_y 4;
n
= Z Z P(w) (wegen paarweiser Disjunktheit von Aq,..., A,)
j=lweA;
n
= Z P(4;) (nach Definition 5.1)
Damit ist das Lemma bewiesen. ]

5.2 Kombinatorische Prinzipien

Wir iibertragen einige Resultate und Techniken aus der Kombinatorik in die diskrete Wahr-
scheinlichkeitstheorie. Anwendungen der Kombinatorik sind insbesondere in gleichverteil-
ten Wahrscheinlichkeitsrdumen von Bedeutung, da hier die Elementarwahrscheinlichkeiten
meistens ausgeklammert werden koénnen.

Theorem 5.3 (Inklusions-Exklusions-Prinzip fiir Wahrscheinlichkeitsriaume)
Es seien (2, P) ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum und Ay, ..., A, C Q Ereignisse.
Dann gilt

iC:
S

3 }( 1K (m Ak)

0£KC{L,...n keK

Beweis: Wir beweisen die Aussage mittels vollstdandiger Induktion iiber n:

e Induktionsanfang: Fiir n = 1 ist die Aussage trivialerweise wahr. Fiir den Nachweis
der Aussage fiir n = 2 siche Ubungsblatt 5.

o Induktionsschritt: Fiir n > 2 seien Aq,..., A, C Q beliebige Ereignisse. Dann gilt:

n n—1
U4, | = Pla.u J4
j=1 j=1
n—1 n—1
= PA)+P | J4 | -P[4n 4
7j=1 7=1

(nach Induktionsvoraussetzung)
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n—1 n—1
= PA)+P || J4; | -P[JAn4y)
j=1 j=1

= P(A,) + Z (_1)1+HKII P (ﬂ Ak) _

0AKC{1,..n—1} keK

s (o)

0£KC{l,...n—1} keK

(nach Induktionsvoraussetzung)

= P(A,) + Z (_1)1+HKII P (ﬂ Ak) _

0AKC{1,..n—1} keK

S (R [ 4y

0#KC{1,....,n—1} ke Ku{n}
= Z (—=1)"HIEl. p (ﬂ Ak)
0AKC{1,..n} keK
Damit ist das Theorem bewiesen. ]

Wir wollen auch hier das Theorem an einem Beispiel verdeutlichen.

Beispiel: Der Wahrscheinlichkeits-
raum beim (franzdsischen) Roulette
besteht aus 2 = {0,1,...,36} mit dem
Wahrscheinlichkeitsma$ P(w) = 4=
fir alle w € Q. Unser Plan fiir ein
Spiel (coup) ist nun, einen Chip auf
sschwarz“ (noir) und einen Chip auf
yungerade“ (impair) zu setzen. Wie
hoch ist dann die Wahrscheinlichkeit,
dass wir nichts verlieren? Nach Inspek-
tion des Einsatzfeldes (siehe Abbildung
links) halten wir zunéchst fest, dass es
8 schwarze ungerade Zahlen gibt. Wir
definieren folgende Ereignisse (ohne
die zugehorigen Elementarereignisse
aufzuzihlen):

- - M

Es =4 Menge aller schwarzen Zahlen

FE, =4 Menge aller ungeraden Zahlen
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Das uns interessierende Ereignis ist £ UFE,. Seine Wahrscheinlichkeit lasst sich
mit Hilfe des Inklusions-Exklusions-Prinzip wie folgt bestimmen:

P(E,UE,) = P(E,)+P(E,)-P(E,NE,)

_ 18188
37 37 37
28
= — = 0,7568...
37 ’

Die Wahrscheinlichkeit, dass wir mit unserem Spielplan nichts verlieren, ist
also ca. 76%. Spéter werden wir sehen, dass der zu erwartende Gewinn jedoch
negativ ist!

Theorem 5.4 Es sei N = {1,...,n}. Die Wahrscheinlichkeitsraume S0 beim Ziehen von
k Elementen aus n Elementen kénnen wie folgt gewdhlt werden:

e mit Reihenfolge, mit Zuriicklegen: {(x1,...,2) | z; € N }
e mit Reihenfolge, ohne Zuriicklegen: {(@1,...,25) | zs € Nyzy #x; firi #j }
e ohne Reihenfolge, mit Zuriicklegen: {(a1,...,an) |a; €Nya; +---+a, =k }

e ohne Reihenfolge, ohne Zuricklegen: { {x1,..., 21} | v; € N,x; # x5 firi #j }

Im Fall ,ohne Reihenfolge, mit Zuricklegen“ gibt a; € N an, wie oft das i-te Element

gezogen wurde. Sind alle Elementarereignisse gleichwahrscheinlich, so gilt fir die Wahr-
scheinlichkeit der Elementarereignisse

mit Zuricklegen | ohne Zuriicklegen
—k)!
mit Reihenfolge n=k (n ' )
n!
N\ T =
ohne Reihenfolge (n +]]: ) (Z)

Beweis: Wegen der vorausgesetzten Wahrscheinlichkeitsverteilung gilt fiir ein spezielles

w* e N
1= P) =92 P,
weld
d.h. P(w*) = ||| L. Damit folgen die Wahrscheinlichkeiten aus Theorem 2.6. ]

Beispiel: Beim Pokerspiel (Texas hold’em) erhilt jeder Spieler verdeckt zwei
Spielkarten ausgeteilt. Die Spielkarten stammen aus der Menge

M={,0,&%, 8} x {2,3,4,5,6,7,8,9, 10, Bube, Dame, Kénig, As}.
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M enthilt also 52 Spielkarten. Die Menge der Elementarereignisse ist damit
Q={{x,y} | v,y € M,z #y }, dh. Q| = (%) = 1326. Wir interessieren
uns fiir das Ereignis F, = ,pocket pair®, d.h., dass wir sofort zwei Karten des
gleichen Wertes auf der Hand haben:

A 78 3
P(E,) = Plw) = 13- () —— = —— = 2 = 0,0588...
(Ey) %; @) (2) 1326 1326 51
weLlp

Bemerkungen: In Theorem 5.4 entspricht die Gleichverteilung auf der Menge der Elemen-
tarereignisse fiir den Fall ,,ohne Reihenfolge, mit Zuriicklegen* nicht der Wahrscheinlich-
keitsverteilung beim ungeordneten Ziehen mit Zuriicklegen. Wenn zum Beispiel zweimal
gezogen wird, dann ist in letzterem Szenario die Wahrscheinlichkeit, dass das erste und
das zweite Element gezogen wird, doppelt so grof3, wie zweimal das erste Element zu zie-
hen. Damit ist die Wahrscheinlichkeit fiir die Elementarereignisse nicht gleichverteilt. Die
Wahrscheinlichkeit fiir ein Elementarereignis w = (ay, ..., ay,) € € ergibt sich wie folgt:

_ 1 k! _ 1 k k—ay k—(a1+az -+ apn-1)
Plw) = nkalag! . an! n’f'<al>< a > ( an,

5.3 Bedingte Wahrscheinlichkeiten

Im Folgenden interessieren wir uns fiir die Wahrscheinlichkeit, dass ein Ereignis A eintritt
unter der Bedingung, dass ein bestimmtes Ereignis B ebenfalls eintritt.

Definition 5.5 Es seien (Q2,P) ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum und A, B C
Ereignisse mit P(B) > 0. Die bedingte Wahrscheinlichkeit P(A|B) von A unter der Bedin-

gung B ist definiert als
P(ANB)

P(A‘B) —def P(B)

Es gilt ganz offensichtlich stets 0 < P(A|B) < 1 (letzteres wegen P(AN B) < P(B)).

Beispiel: Wir betrachten den Wahrscheinlichkeitsraum zu ,,zweimal Wiirfeln“,
d.h. Q = {1,2,3,4,5,6}> mit Gleichverteilung P. Auf dem Wahrscheinlichkeits-
raum seien folgende Ereignisse definiert:

A =gt {(GK)[j+EZ29}FCQ
Bi =aqet { (k)| j=1} fiir i € {1,...,6}

Extensional lassen sich die Ereignisse wie folgt beschreiben:

A = {(376)7(475)7<476)7(574)7(575)7(576)7(673)7(674)7(675)7(676)}
Bi = {(iv1)7(i72)7(i73)7(i74)7(i75)7(i76)}
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Damit gilt P(A) = 2 sowie P(B;) = ¢ fiir alle i € {1,...,6}. Es ergeben sich
folgende bedingte Wahrscheinlichkeiten:

P(A|B;)) = P®)-P(By)" =0

P(A|By) = P(0)-P(By)™! =

P(A|Bs) = P({(3.6)}) P(Bs)" =% @®7=1
P(A[By) = P({(4,5),(4,6)}) P(By)" =% @®7'=1
P(AB;) = P({(5,4),(5.5),(5,6)}) - P(B5) " =3 b=
P(A[Bs) = P({(6,3),(6,4),(6,5),(6,6)}) P(Be)™' = & ()7 =2

Beispiel: Wir betrachten wieder den Wahrscheinlichkeitsraum zum Pokerspiel
(Tezas hold’em). Nach wie vor seien die Spielkartenmenge

M={0,0, &, &} x {2,3,4,5,6,7,8,9, 10, Bube, Dame, Konig, As}

und die Menge der Elementarereignisse Q = { {z,y} | z,y € M,z # y }.
Neben den beiden verdeckten Karten, die an jeden Spieler ausgegeben werden,
liegen noch fiinf Spielkarten offen aufgedeckt. In unserem Beispiel sei dies die
Spielkartenmenge

O —def { (<>7 4)5 (Q?) 7); (&7 10)7 (*, 4), (‘, Dame) }
Wir interessieren uns diesmal fiir die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses
A =4et ,Gegenspieler hat ein pocket pair®.

Dazu konnen wir die offenen Karten sowie unsere eigenen Karten einbeziehen.
Unsere eigenen Karten seien durch die Menge

E =4t { (,7),(©,Dame) }
reprasentiert. Damit konnen wir das Ereignis
B =g4or ,,Gegenspieler hat keine der offenen oder von meinen Karten*

betrachten. Es gilt B = (M \ (O U E))? und folglich ||B|| = (425) = 990 bzw.

P(B) = 20 Weiterhin erhalten wir

3 4 1 60
P(ANB)=(14+1+1 : =
(AN B) (+ * +<2>+9 (2)) 1326 1326

Somit ergibt sich

_ 60 990 \ 7' 60
P(A|B)=P(ANB)-P(B)™!' = 396 <1326) = 590 — 0 0606....

Die Wahrscheinlichkeit eines pocket pair fiir einen Gegenspieler hat sich in
dieser Situation erhoht, allerdings im Vergleich zu 0,0588 ... nur geringfiigig.
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Theorem 5.6 (Multiplikationsregel) Es scien (Q,P) ein diskreter Wahrscheinlich-
keitsraum und Ay, ..., A, C Q Ereignisse mit P(A1 N ---NA;,) > 0. Dann gilt

P(Al Me--- ﬂAn) = HP(A1|A1 n... ﬂAifl)
=1

Beweis: Wegen P(A4;) > P(A1NA2) > ... >P(A;N...NA,) > 0 sind alle bedingten
Wahrscheinlichkeit wohldefiniert. Wir beweisen das Theorem mittels vollstdndiger Induk-
tion iiber die Anzahl n der Mengen:

e Induktionsanfang n = 1: Es gilt P(A;) = P(A;|Q).
o Induktionsschritt n > 1: Wegen P(A|B) - P(B) = P(AN B) gilt:
P(AiNn...NnA,-1NA,) = PAJJAN...NA,1)-P(AN...NA,_1)

n—1

= P(An|A1 Nn...N Anfl) . H P(AZ|A1 Nn...N Aifl)
i=1

(nach Induktionsvoraussetzung fiir n — 1)

= JIPAilain...nAiy)

=1

Damit ist das Theorem bewiesen. ]

Beispiel: Das Geburtstagsproblem besteht darin zu bestimmen, wie grof3 die
Wabhrscheinlichkeit dafiir ist, dass unter n Personen zwei am gleichen Tag
Geburtstag feiern. Zur Losung dieses Problems nehmen wir an, dass Geburts-
tage gleich wahrscheinlich fiir jeden Tag des Jahres sind und es keine Schalt-
jahre gibt. Ist n > 365, so ist die Wahrscheinlichkeit P, = 1 nach dem
Schubfachprinzip. Fiir 1 < n < 365 sei die Menge der Elementarereignisse
0, ={1,...,365}". Wir betrachten folgende Ereignisse

A; =get ,i-te Person feiert nicht am gleichen Tag wie eine der Personen
1,...,7— 1 Geburtstag“

Damit gilt fiir die gesuchte Wahrscheinlichkeit P,:
P, = 1-P(AN...NA4,)

= 1*P(A1)P(A2|A1) -P(An‘Alﬂ...ﬂAnfl)
"365 —i+ 1 365!

= 1— _— = —_
Z,Hl 365 365" - (365 — n)!

Die Wahrscheinlichkeit P, steigt sehr schnell. So gilt zum Beispiel Po3 > %,
d.h., bereits unter 21 Personen ist die Wahrscheinlichkeit, dass zwei Personen
am gleichen Tag Geburtstag feiern grofier als 50%.
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Theorem 5.7 (Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit) FEs seien (Q,P) ein dis-
kreter Wahrscheinlichkeitsraum, Ai,...,A, C Q paarweise disjunkte Ereignisse mit
P(A;) >0 fir allei € {1,...,n} und BC Ay U...UA,. Dann gilt

P(B) = > P(B|4) - P(A).

Beweis: Esgilt B=(BNA;)U...U(BNA,;). Nach Lemma 5.2.4 folgt
P(B) =) P(BNA) =) P(B|4) P(4).
i=1 i=1

Damit ist das Theorem bewiesen. [ ]

Theorem 5.8 (Satz von BAYES) Es seien (Q,P) ein diskreter Wahrscheinlichkeits-
raum, Ay, ..., A, C Q paarweise disjunkte Ereignisse mit P(A;) > 0 fir allei € {1,...,n}
und B C Ay U...UA, mit P(B) > 0. Dann gilt fir allei € {1,...,n}

_ P(BJ4)-P(4)
P(Ai|B) = S P(B|A) - P(4;)

Beweis: Anwendung von Theorem 5.7 auf P(A;|B) = P(4;N B) - P(B)~%. |

Beispiel: Ein in einem Gebédude installierter Rauchmelder 16st bei einem
Brand zu 98% Feueralarm aus. Ein Fehlalarm wird dagegen pro Tag mit der
Wahrscheinlichkeit 0,05% ausgelost. Die Wahrscheinlichkeit pro Tag fiir einen
Brand liegt bei 0,01%. Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass es wirklich
brennt, falls Feueralarm ausgeldst wird? Wir modellieren das Szenario mittels
folgender Zusténde:

reprasentiere ,,Brand“
reprasentiere ,kein Brand“
reprasentiere , Alarm®
reprisentiere  ,kein Alarm“

O L T T

Die Menge der Elementarereignisse ist somit 2 = { (b, a), (b, a), (b,2), (b,3) }.
Fiir die Analyse des Szenarios sind dariiber hinaus folgende Ereignisse relevant:

A =4t {(b,a),(b,a)} (= ,Alarm!*)
B =4t { (b,a),(b,3a)} (= ,Es brennt!“)

|
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Aus der Beschreibung sind die Wahrscheinlichkeiten
P(A|B) =0,98, P(B) = 0,0001, P(A|B) = 0,0005
bekannt. Mit Hilfe das Satzes von Bayes errechnen wir damit die gesuchte
Wabhrscheinlichkeit P(B|A) zu
P(A|B) - P(B)
P(A|B) -P(B) + P(AB) - P(B)

: 1
= 0,98 -0, 900 = 0,1639...
0,98 - 0,0001 + 0, 0005 - (1 — 0,0001)

P(Bl4) =

Die Wahrscheinlichkeit, dass es bei ausgelostem Feueralarm tatséchlich brennt,
ist angesichts der Ausgangsparameter mit ~ 16,39% iiberraschend niedrig.

5.4 Unabhdngigkeit

Ein fundamentales Konzept in der Wahrscheinlichkeitstheorie ist die Unabhéngigkeit von
Ereignissen.

Definition 5.9 Es seien (Q2,P) ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum und A, B C Q
FEreignisse. A und B heiffen unabhéngig, falls P(AN B) = P(A) - P(B) gilt.

Die folgende Proposition gibt eine intuitive Interpretation der Definition der Unabhéngig-
keit zweier Ereignisse. Es wird aber deutlich, dass Definition 5.9 allgemeiner ist, da sie
auch bei verschwindenden Wahrscheinlichkeit angewendet werden kann.

Proposition 5.10 Es seien (2, P) ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum und A, B C Q
FEreignisse mit P(A) > 0 und P(B) > 0. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

1. A und B sind unabhdngig
2. P(A|B) =P(A4)

3. P(B|A) = P(B)

Beweis: Wegen P(A4) > 0 und P(B) > 0 sind alle bedingten Wahrscheinlichkeit wohlde-
finiert. Wir zeigen lediglich die Aquivalenz (1) < (2). Durch Vertauschung von A und B
ergibt sich sofort auch die Aquivalenz (1) < (3).

e (1) = (2): A und B seien unabhéngig, d.h., es gilt P(ANB) = P(A)-P(B). Es folgt

P(4|B) = P(lf(;f) _ P(“g(;(B) — P(A).
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e (2) = (1): Es gelte P(A|B) = P(A). Dann gilt
P(ANB)=P(A|B)-P(B)=P(A) - P(B).
Mithin sind A und B unabhéngig.

Damit ist die Proposition bewiesen. [

Beispiel: Wir betrachten wiederum den Wahrscheinlichkeitsraum ,,zweimal
Wiirfeln“ mit der Menge der Elementarereignisse 2 = {1,...,6}? und der
Gleichverteilung. Fiir die beiden Ereignisse

A =4t {(U,k)]|j+k=0 mod2}CQ
B =g {(j,k)|j=0 mod2}CQ

gilt dann

P(4) = P (1,1),(1,3),(1,5),(2,2),(2,4),(2,6), (3,1), (3,3), (3,9),
4,2),(4,4),(4,6),(5,1),(5,3),(5,5),(6,2), (6,4), (6,6) })

181

36 2
P(B) = P({ ( ’ )7( ’ )7(273 ’ 2 4 ’(275)7 ’ ? ? )’(472)7 47 )7
4,4),(4,5),(4,6),(6,1),(6,2),(6,3),(6,4),(6,5),(6,6) })

181

36 2

P(ANB) = P({(2,2),(2,4),(2,6),(4,2),(4,4),(4,6),(6,2),(6,4),(6,6) })
9 1

36 4
Damit sind A und B unabhéngig. Wenn wir das Beispiel um die beiden Mengen
C1 =aef { (k)| k=0 mod2}CQ

Cy =aef { (k)| k=23}CQ

mit den zugehérigen Wahrscheinlichkeiten P(Cy) = § und P(Cs) = 2 erwei-
tern, so ergeben sich folgende Wahrscheinlichkeiten:

P(ANCY) = 1 = P(4) -P(¢1)
P(ANCy) = 1 = P(A)-P(Cy)
P(BNCy) =1 P(B) - P(Cy)
P(BNCy) = 1 = P(B)-P(Cy)
P(ANBNCy) = 1 # P(A)-P(B)-P(Ch)
P(ANBNC,) = & = P(A)-P(B)-P(Cy)
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Damit sind die Ereignisfamilien {A, B, C4} sowie {A, B,C5} jeweils paarweise
unabhéngig. Zusétzlich nennen wir die Familie {A, B,C2} unabhéngig (und
nicht nur paarweise), {A, B, C1} dagegen ist nicht unabhéngig.

Definition 5.11 Es seien (Q,P) ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum und Aj, ...,
A, C Q Ereignisse. Ay, ..., A, heiffen unabhéngig, falls fir alle K C {1,...,n} gilt

P <ﬂ Ak) =[] P(4n).

keK keK

Das obige Beispiel zeigt, dass paarweise Unabhéingigkeit (Definition 5.9) nicht Unabhén-
gigkeit im Sinne von Definition 5.11 impliziert.

5.5 Zufallsvariablen

Zufallsvariablen bieten eine Moglichkeit komplexere zufillige Ereignisse und Situationen
zu modellieren.

Definition 5.12 Es sei (Q,P) ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum. FEine Funktion
X : Q — R heifst Zufallsvariable.

Beispiel: Wir wollen den Einsatz von Zufallsvariablen bei der Modellierung des
Wahrscheinlichkeitsraumes zu ,,Summe bei zweimal Wiirfeln* verdeutlichen.
Mit dem Vokabular aus den letzten Abschnitten kénnten wir wie folgt vorgehen:
Die Menge der Elementarereignisse ist 1 = {2,...,12} und das zugehorige
Wahrscheinlichkeitsmafl ermittelt man leicht zu

w1l falls w < 7
P (w) :{ 36

1%—5“’ falls w > 8

Eine natiirliche Modellierung mit einer Zufallsvariable ist wie folgt: Der Wahr-
scheinlichkeitsraum (€9, P2) ist derselbe wie bei ,zweimal Wiirfeln“, d.h.
Qy = {1,...,6}? und Py(w) = 55. Als Zufallsvariable betrachten wir

X : Q—-R: (j,k)—j+Ek

Damit kénnen wir zum Beispiel die Wahrscheinlichkeit ,, gewiirfelte Augenzahl
ist 10¢ wie folgt ausdriicken:

Po[X = 10] =gt Po(X~({10})) = Po({(4,6), (5.5), (6,4)}) = = = =
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Aus einer grundsétzlicheren Perspektive vermittelt die Zufallsvariable X einen
Zusammenhang zwischen den beiden Wahrscheinlichkeitsraumen (21, P1) und
(Q2,P2). Mit der Definition

Wx =der { 2 | (Fw € Q)[X(w) = 2] }

gilt namlich Q; = Wy sowie Py(z) = Py[X = 2] = Po(X~'({x})) fiir z € Q.

Beispiel: Wir kommen zuriick auf unser Beispiel zum Roulette. Der Wahr-
scheinlichkeitsraum (2, P) ist gegeben durch Q = {0,1,...,36} und P(w) = %
Unser Spielplan war jeweils 1 Chip auf ,,schwarz“ und 1 Chip auf ,,ungerade” zu
setzen. Die zugehodrigen Ereignisse sind deshalb

E, = ,Kugel fillt auf schwarze Zahl®
E, = ,Kugel fillt auf ungerade Zahl“
In beiden Fillen bekommen wir das Doppelte des Einsatzes als Auszahlung

zuriick, falls das entsprechende Ereignis eintritt. Unsere moglichen Gewinn
konnen wir deshalb als Zufallsvariable modellieren:

-2 fallsw¢ EsUE,

X: Q=R :w—<¢0 falls w € EsAE,
2 falls w € EsN Ey

Durch X wird folgender diskreter Wahrscheinlichkeitsraum (Wx,Px)
beschrieben: Wx = {—2,0,2} mit den Wahrscheinlichkeiten

Px(-2) = PIX=-2) = -,
Px(0) = PlY=0 = .
Py(2) = P[X=2 = 33’7

(Die Wahrscheinlichkeiten erhdlt man durch Inspektion des Tableaus.)

Bevor wir mit der Analyse des Beispiels fortfahren, fithren wir die wichtige Definition des
Erwartungswertes ein.

Definition 5.13 Es seien (2, P) ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum und X : @ — R
eine Zufallsvariable. Der Erwartungswert von X ist definiert als

E(X)=aqt Y Xw) - Pw) = > z-PX=a]

weN zeWx

Hierbei setzen wir voraus, dass die Summe existiert.
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Beispiel (Fortsetzung): Der fiir unseren Spielplan zu erwartende Gewinn
beim Roulette ist somit

9 20 8 2

E(X)= > ¢ PX=a]=(-2) =40 =42 = = —— <0,

) ewx K=ol =(=2) 57+ 0 m+2 50 =57 <
zeWx

Trotz einer mehr als 75%-Wahrscheinlichkeit nichts zu verlieren, ist der zu
erwartende Gewinn also negativ. (Angesichts der Wahrscheinlichkeiten P x ist
dies nicht iiberraschend, da auch die Wahrscheinlichkeit nichts zu gewinnen bei
mehr als 75% liegt.)

Lemma 5.14 Es seien (Q,P) ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum, X,Y : @ — R
Zufallsvariablen sowie a € R. Dann gelten die folgende Aussagen:

1. Gilt X(w) <Y(w) fir alle w € , so gilt E(X) <E(Y).
2. Ist X(w) =1 fir alle w € Q, so gilt E(X) = 1.
3. EX+Y)=EX)+E®Y).

4. E(a-X)=a -E(X).

5. Ist Wx C N, so gilt B(X) =Y P[X >4].
=1

Nach der ersten Eigenschaft ist der Erwartungswert monoton und nach der dritten und
vierten Eigenschaft linear. Insbesondere gilt E(aX + b) = aE(X) + b fiir beliebige reelle
Zahlen a,b und Zufallsvariablen X.

Beweis: Wir zeigen die Aussagen des Lemmas einzeln.

LEX)=) Xw) ‘Pw<) Yw) - Pw) =EY)

weQ ;;6 weQ
2 B(X)=) Xw) Pw=)» 1'Pw)=> Pw=1
weN weN we

3. Mit (X4+Y):Q—R:wr— X(w)+ Y (w) ergibt sich:
EX+Y) = ) (X+Y)w) P)

weN

— 3 (X(w) +Y(@) - Pw)
we

= > Xw) Pw + Y Yw) - Pw)
weN wel

— E(X)+E(®Y)

Version v1.25 Fassung vom 16. Juli 2012



94 Kapitel 5. Wahrscheinlichkeitstheorie

4. Mit (a-X): Q@ —R:w— a- X(w) ergibt sich:

E(a-X) = Z(a-X)(w)-P(w)

E(X) = ) z-P[X=a]
rzeWx
= Y j-PX =4
§=0
= > PX =]
j=0 i=1
= > > Px=j
i=1 j=i
=P[X>i]

N
Il
—

Damit ist das Lemma bewiesen. []

Definition 5.15 Es seien (2, P) ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum und X : @ — R
eine Zufallsvariable mit p = E(X). Die Varianz von X ist ist definiert als

Var(X) =qf E (X - E(X))*) = ) (z—p)? P[X =a].
zeWx

Die Standardabweichung von X ist definiert als o(X) =qer 1/ Var(X).

Beispiel: Wir betrachten den Wahrscheinlichkeitsraum (2, P) zu ,zweimal
Wiirfeln“, d.h. Q = {1,...,6}? und P(w) = 3—16 fiir alle w € Q. Die Summe von
zwei Wiirfen ist durch die Zufallsvariable X : Q@ — R : (j, k) — j + k gegeben.
Dann gilt fiir den Erwartungswert von X

E(X) = ) z-P[X=a4]
zeWx
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1 2 3 4 5 6 5
= 2 — 43 —44- = +5.— 27— =
PR I I TR T T T

4 3 2 1
—4+10- —=+11- —+4+12- —
9 36+ 0 36+ 36+ 36
= T
Fiir die Varianz von X erhalten wir mit =7
Var(X) = Z(x—?)Q-P[X:a:]
zeWx
1 2 3 4 )
— (5)2. L (4)2. 2 (3)2. 2 (_9)2 2. 2
()36()36()36()36+()36
6 5 4 3 2 1
02— +12. — +22. — +32. = 142, 452, —
* 36+ 36+ 36+ 36+ 36+ 36
210
367

Somit betrigt die Standardabweichung o(X) = 1/210/36 = 2,415...

Lemma 5.16 Es seien (0, P) ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum, X, Y : Q@ — R
Zufallsvariablen und a,b € R. Dann gelten die folgenden Aussagen:

1. Var(X) = E (X?) - E(X)?
2. Var(aX +b) = a? - Var(X)

3. g(aX +0b) = |a|-o(X)

Beweis: Wir zeigen die Aussagen einzeln:

1. Mit Hilfe der Rechenregeln fiir den Erwartungswert (Lemma 5.14) erhalten wir:
Var(X) = E((X -E(X))?)
E (X*-2X -E(X)+E(X)?)
E (X?) —2-E(X -E(X)) +E(E(X)?)
= E(X?) -2 EX)*+E(X)? (E(X),E(X)? sind Konstanten)
= E(X?) -E(X)?
2. Mit Hilfe der ersten Aussage und der Linearitit des Erwartungswertes ergibt sich:
Var(aX +b) = E((aX +b)?) — E(aX +1b)*
= E (a®X?+2abX + V) — (aE(X) +b)*
a’E (X?) + 2abE(X) + b* — (a®E(X)? + 2abE(X) + b%)
o’ (E(X?) — E(X)?)
= a2 Var(X)
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3. folgt direkt aus der zweiten Aussage.

Damit ist das Lemma bewiesen. [ ]

Definition 5.17 Es seien (Q,P) ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum und Xi, ...,
X, : Q2 — R Zufallsvariablen. X1, ..., X, heiffen unabhéangig, falls fir alle z1,...,z, € R

gilt
(mx {m) [T ("=

oder, mit Prddikaten ausgedriickt,

n
PX; =21 A... A Xy =] = [[P[X; = ai].
=1

Lemma 5.18 Es seien (Q2,P) ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum und Xy, ...,
X, 1 Q — R unabhdngige Zufallsvariablen. Dann gelten die folgenden Aussagen:

1. E (ﬁX) = ﬁE(X
=1 =1

Beweis: Wir beweisen die Aussagen lediglich fiir den Fall n = 2. Der allgemeine Fall
kann mit vollstdndiger Induktion iiber die Anzahl der Variablen behandelt werden.

1. Es seien X und Y unabhéngige Zufallsvariablen. Dann gilt:

EX'Y) = > z-PX-Y=¢
zEWx.v
= Z Zx-y-P[X:x/\Y:y]
zeWx yeWy
= Z Z:c-y-P[X:x]-P[Y:y]
zeWx yeWy

(X und Y sind unabhéngig)

= Z z-PX =1z Z y-PlY =

wEWX yGWY
= | Y =PX=a] | Y yPy=
ceEWx yeWy
= E(X) E(Y)
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2. Es seien X und Y unabhéngige Zufallsvariablen. Mit Hilfe von Lemma 5.16 und der
erste Aussage gilt dann:

Var(X +Y) = E(X+Y)?) - (E(X +Y))?
= E(X*+2-X Y +Y?) —(E(X)+E(®Y))?
= E(X*)+2 - E(X-Y) +E(Y?) —E(X)? -2-E(X)-E(Y) - E(Y)?
N e’
=E(X)-E(Y)
= E(X?) -EX)*+E(Y?) - E(Y)?
= Var(X) + Var(Y)

Damit ist das Lemma bewiesen. []

5.6 Das Gesetz der groB3en Zahlen

Theorem 5.19 (Markov-Ungleichung) Es seien (Q,P) ein diskreter Wahrscheinlich-
keitsraum und X : Q — R eine Zufallsvariable mit X (w) > 0 fir alle w € Q. Dann gilt fir
alle c > 0
E(X)

.

P[X > (] <

Beweis: Wir schétzen den Erwartungswert von X nach unten ab:

EX)= > z-PX=2|> ) 2-PX=z]>c > PX=z]=c-P[X>(

zeWx zeWx zeWx
z>c z>c
e E(X) : :
Mithin gilt P[X > ¢] < und das Theorem ist bewiesen. [ ]

c

Theorem 5.20 (Chebyshev-Ungleichung) Es seien (2, P) ein diskreter Wahrschein-
lichkeitsraum und X : Q@ — R eine Zufallsvariable. Dann gilt fiir alle ¢ > 0

< Var(X).

- 2

P(IX —E(X)| 2 d < =

Beweis: Wir wenden die Markov-Ungleichung (Theorem 5.19) auf die nicht-negative
Zufallsvariable (X — E(X))? an und erhalten

E((X-B(X)?) _Var(xX)

P|X -EX)|>c=P[(X —E(X))*>¢*] < = -

Damit sit das Theorem bewiesen. []
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Korollar 5.21 Es seien (2, P) ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum und X : @ — R
eine Zufallsvariable. Dann gilt fiir alle ¢ > 0
1
P[IX - E(X)| > ¢-o(X)] < .
c
Theorem 5.22 (Gesetz der groflen Zahlen) Es seien (0, P) ein diskreter Wahr-
scheinlichkeitsraum, X : Q0 — R eine Zufallsvariable und £,0 > 0. Dann gilt fir alle

Var(X) |
n > 57"

Sind X1, ..., X, unabhdngige Zufallsvariablen mit derselben Verteilung wie X,
so gilt
p { X1t 4+ Xn
n

E(X)‘ > 5] <e.

Beweis: Wir definieren die Zufallsvariable Z : Q — R als

X1+ + X,
- .

Z —def

Nach Lemma 5.14 gilt fiir den Erwartungswert von Z:

E(Z) = % (E(X)) 4+ B(Xy) = % n-E(X) = B(X) (5.1)

Nach Lemma 5.16 und Lemma 5.18 gilt fiir die Varianz von Z:

1 1 Var(X)
Z) = — - (Var(X X)) =— n-Var(X) = 2
Var(Z2) - (Var(Xy) + --- + Var(X,,)) 3N ar(X) - (5.2)
Damit ergibt sich aus Chebyshev-Ungleichung (Theorem 5.20)
Pl|Z — B(X)| 2 8] ¥ P|Z — B(7)| > o < YerZ) a2 Varlh)
52 n- o2
dan > Vzi(é(). Damit ist das Theorem bewiesen. ]

Beispiel: Zur randomisierte Berechnung von 7 fassen wir die Berechnung
als Zufallsexperiment auf. Der zugrunde liegende Wahrscheinlichkeitsraum sei
Q = [~1,1]? mit Gleichverteilung. Hierbeit sollte beachtet werden, dass der
Wahrscheinlichkeitsraum eigentlich ein kontinuierlicher ist. Die Anwendbarkeit
der Konzepte sollte dennoch klar sein. Fiir eine Formulierung mittels diskreter
Wahrscheinlichkeitsraume konnte ein Gitter iiber ) gelegt werden. Dadurch
wird die Darstellung komplizierter, weswegen ein Hinweis gentigen soll. Wir
definieren eine Zufallsvariable

1 fallsz? +92 <1

S 2 .
X [-1,1] —>R.(x,y)|—>{0 sonst
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Die Wahrscheinlichkeit P[X = 1] ergibt sich nun als das Verhéltnis zwischen
dem Fliacheninhalt des Einheitskreises und Flidcheninhalt des Quadrats:

Aus dieser Wahrscheinlichkeits 14sst sich 7 leicht ausrechnen. Auflerdem erhal-
ten wir fiir die Zufallsvariable X:

s m 7T2

X)=—-—-—
¢ =TT
Die Wahrscheinlichkeit P[X = 1] kann nun mit Hilfe des Gesetzes der grofien
Zahlen und folgendem Algorithmus (wahrscheinlich annéhernd korrekt) berech-

net werden:

E(X) =

public static double calcPI() {
long N; // Festlegung nach Theorem 5.22 gemdR
// gewiinschter Genauigkeit
long h=0;
for(long i=0; i<N; i++) {
double x=2*Math.random()-1;
double y=2*Math.random()-1;
if (x*x+y*y<=1) h++;
}
return(4d*h/N) ;

Die Berechnung von N fiir verschiedene Genauigkeiten und Fehlerwahrschein-
lichkeiten sollte als Ubungsaufgabe wahrgenommen werden.

5.7 Wichtige diskrete Verteilungen

Es seien (€, P) ein diskrete Wahrscheinlichkeitsraum und X : 2 — R eine Zufallsvariable.
Dann heifit die Funktion

fx () =det P[X = 7]
Dichtefunktion (oder kurz Dichte) von X.

Im Folgenden werden einige wichtige Verteilungen von Zufallsvariablen iiber ihre Dichte-
funktionen spezifiziert.

Bernoulli-Verteilung. FEine Zufallsvariable X mit Wx = {0,1} und der Dichte

|p falls x =1
fX(x)_{ 1—p fallsz=0
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heifit Bernoulli-verteilt mit dem Parameter 0 < p < 1. Der Parameter p heifit auch Erfolgs-
wahrscheinlichkeit. Die Komplementarwahrscheinlichkeit 1 — p wird {iblicherweise mit ¢
bezeichnet.

Beispiel: Fiir das Werfen einer Miinze gibt p die Wahrscheinlichkeit an, dass
Kopf oben liegt.

Fiir Bernoulli-verteilte Zufallsvariablen X gilt:

Binomialverteilung. FEine Zufallsvariable X mit Wx = {0,1,...,n} und der Dichte

Ix (%) =der (Z) pr(1—p) "

heifit binomialverteilt mit den Parametern n € N3 und 0 < p < 1; symbolisch geschrieben:
X ~ Bin(n, p).

Beispiel: Binomialverteilte Zufallsvariablen entstehen nach dem folgenden
Erzeugungsprinzip: Sind X1, ..., X, unabhéngige, mit der Erfolgswahrschein-
lichkeit p Bernoulli-verteilte Zufallsvariablen, so ist X =ger X1 + - + X,
binomialverteilt mit den Parametern n, p. Zur Begriindung rechnet man nach:

- €T n—x n X n—x
@ =P @)= X ra-ar= (1))
Umgekehrt kann jede binomialverteilte Zufallsvariable so aufgefasst werden.

Fiir binomialverteilte Zufallsvariablen X gilt mit dem beschriebenen Erzeugungsprinzip:

. EX)=EX1+---+X,)=n-p

2. Var(X)=Var(X1+---+ X,)=n-p-q
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Geometrische Verteilung. Eine Zufallsvariable X mit Wy = N und der Dichte

fx (@) =aet (L=p)*'p
heiflt geometrisch verteilt mit dem Parameter 0 < p < 1.
Beispiel: Wenn wir eine Miinze so lange werfen, bis Kopf oben liegt, so

entspricht fx(z) der Wahrscheinlichkeit, dass dies genau im z-ten Versuch
geschieht.

Wir miissen uns zunéchst davon iiberzeugen, dass die Dichte tatséchlich ein Wahrschein-
lichkeitsmaf} definiert:

o o o . 1 B
;(1—29) lp:p';)(l—p) —p'm—l-

Hierbei habe wir folgende Gleichung fiir die unendliche geometrische Reihe (wodurch
gleichzeitig die Namensgebung fiir die geometrische Verteilung klar wird) verwendet:

= 1
Zq"zli_q fir0<g<l1
n=0
Die Gleichheit liasst sich wie folgt herleiten:
oo o (o9} o
AQ) =aet D " =14> ¢"=14¢-> "' =1+¢-> ¢"=1+q Ag)
n=0 n=1 n=1 n=0

Mithin gilt (1—¢)-A(q) = 1, also A(q) = (1—¢)~'. Warum wir alle Schritte so durchfiihren
diirfen, wie wir es eben getan haben, werden wir im néchsten Kapitel iiber Analysis sehen.

Fiir geometrisch verteilte Zufallsvariablen X gilt:

Begriindung: Wenn wir die erste Ableitung A(g)" der Funktion A(q) =der > 9o q”
fiir 0 < ¢ < 1 aus zwei Perspektiven betrachten, so erhalten wir einerseits

Alg) = (Z ql’) => (@) =) x-q"
=0 z=0 r=1

und andererseits

Damit ergibt sich fiir den Erwartungswert von X:

o0 o0 1
E(X) = N Ll Alg) = P 2
(X) ;w ¢ p=p ;1‘ =AW =T e
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l—p
)=
Begriindung: Wir benutzen Lemma 5.16.1. Weiterhin verwenden wir wieder die Funk-
tion A(q) =def D ge¢”, die diesmal zweimal differenziert wird:

o0 " 00 00 0o
A(q)// _ (Z qx> — Zm(x - 1) . qxf2 Z$2 . q172 o Zx . qa:fZ
=0 =0 =0 =0
9] 9]
.ZxZ'qxfl_ ‘Zx.q:tfl
=1 =1

> 1
= Y - LAy
q x=1

2. Var(X

Q| =

Durch Umstellen und Ausdifferenzieren ergibt sich:

oo
_ 2 1 1+g¢ 2—p
2 x—1 " /
ZIE'Q =q - AlQ)"+A(9) =q- 3+ 2 = 3 .3
=1 (I1-¢? (1-¢* (1-9q P
Mithin erhalten wir:
oo
_ 1 2—p 1 1—p
Var(X):E(Xz)—E(X)Q:Z:UQ-qI Lip — F:p-?—p: e
=1

Wir schlielen das Kapitel mit einem komplexeren Szenario und seiner wahrscheinlichkeits-
theoretischen Modellierung ab.

Beispiel: Das Coupon-Collector-Problem besteht in Folgendem: Ein Unter-
nehmen moéchte den Absatz seiner Produkt dadurch erhéhen, dass jedes seiner
Produkt mit einem Abziehbild versehen wird. Es gibe n verschiedene Typen
von Abziehbildern. Wie viele Produkte miissen wir im Mittel kaufen, um von
jedem Typ ein Abziehbild zu besitzen? Zur Analyse nehmen wir an, dass die
Abziehbilder bei jedem Kauf unabhéngig voneinander mit gleicher Wahrschein-
lichkeits auftreten. Es sei nun X die Anzahl der K&ufe bis zur Vervollstdndigung
der Kollektion von Abziehbildern. Bei der Analyse gehen wir in n Phasen vor.
In der i-ten Phase betrachten wir die Zufallsvariable

Xi =def Anzahl der Kidufe vom Erwerb des (i — 1)-ten Bildes
(ausschlieBlich) bis zum Erwerb des i-ten Bildes
(einschlieflich)

Zum Beispiel konnte fiir n = 4 folgende Kauffolge auftreten:

3,3,2,2,3,3,1,2,1,3,1,1,2,4
LI T S

Die zugehorigen Zufallsvariablen nehmen damit die Werte X; = 1, X9 = 2,
X3 =4, X4 =7 sowie insgesamt X = 14 an. Im Allgemeinen gilt:

e X=X+ -+ X,
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a1
e X, ist geometrisch verteilt mit p = n—i+l
n
n
EX)=—"-—
* B(X) n—t+1
Damit erhalten wir insgesamt
E(X):;E(Xi) :;M :n;Z —n-H,~n-lnn,

wobel H,, =qef Z?:l % die n-te harmonische Zahl ist. H,, verhélt sich ungefahr
wie In n. Etwas genauer gilt H,, =~ Inn+0,5772... Im besten Fall benttigen wir
n Kéufe, um alle Abziehbilder zu erwerben. Im Mittel benttigen wir dagegen
nur um den Faktor Inn mehr Kéufe.
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