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Prolog

Wir wollen an einem Beispiel aus der Kryptographie fiir die Informatik typische mathe-
matische Methoden erldutern. Die systematische Einfithrung erfolgt in den nachfolgenden
Kapiteln.

In der Kryptographie unterscheidet man zwischen symmetrischen und asymmetrischen
Verschliisselungsverfahren. Im Gegensatz zu den symmetrischen Verschliisselungsverfah-
ren, bei denen zur Verschliisselung und Entschliisselung geheime (private) Schliissel ver-
wendet werden, erfolgt bei einem asymmetrischen Verfahren die Verschliisselung mit einem
offentlich bekannten Schliissel. Nur fiir die Entschliisselung wird ein privater Schliissel ver-
wendet.

Ein wichtiges asymmetrisches Verschliisselungsverfahren ist das DIFFIE-HELLMAN-Proto-
koll. Hierbei mo6chte Alice einen Klartext 1" sicher vor Erich, der T natiirlich erfahren
mochte, an Bob schicken. Dazu verfiigt Bob iiber einen tffentlichen Schliissel k sowie einen
privaten Schliissel s. Die Kommunikation erfolgt dann wie in folgendem Szenario skizziert:

Eavesdropper (Angreifer, Erich)
v

Client (Sender, Alice) Server (Empfénger, Bob)

Fragt 6ffentlichen Schltissel
k bei Bob nach Empféngt Anfrage und sendet
offentlichen Schllissel k an

Alice

Empfangt 6ffentlichen Schltis—
sel k; verschliisselt T mit Hilfe
von k und sendet chiffrierte
Nachricht von ¢ an Bob

Empféngt ¢ und verwendet
privaten Schilissel s, um aus
¢ den Klartext T zu erhalten

T

Das DirriE-HELLMAN-Protokoll ist noch keine vollstdndige Beschreibung eines Protokolls.
Vielmehr ist noch gar nicht sicher, dass sich das Verfahren tatséchlich implementieren l&sst.
Diese Frage wird durch das beriihmte RSA-Verfahren beantwortet, dessen Umsetzung wir
sehr stark vereinfacht kurz darstellen:

e offentlicher Schliissel ist das Produkt k& = p - ¢ zweier grofler Primzahlen p und g¢;
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2 Inhaltsverzeichnis

e privater Schliissel ist das Paar s = (p,q) der Primzahlen, d.h. die Primzahlenzerle-
gung von k;

e Verschliisselung von T: Wandle T' in eine Zahl ¢ (zum Beispiel unter Verwendung
der ASCII-Codes), oder in eine Folge von Zahlen um, so dass fiir alle Zahlen t < k
gilt; setze ¢ =qer mod(t3, k);

e Entschliisselung von ¢ erfolgt mit Hilfe von s = (p, q), die ohne Kenntnis von p und

q genauso schwierig ist, wie k in seine Primfaktoren p und ¢ zu zerlegen.

Die Anschauung hinter dem RSA-Verfahren ist wie folgt: Ist p - ¢ klein, dann ist die
Zerlegung in p und q einfach, z.B. 111 = 3-37. Fiir grofle Primzahl ist es dagegen schwierig
auf die entsprechenden Primfaktoren zu kommen. Um einen Eindruck von der Schwierigkeit
zu bekommen, bestimme man die beiden Primfaktoren p und ¢ in dem folgenden Produkt:

pq = 37852153254637693623290549498896720462797948158601\
27761136816982888921764999850721920649197641542929

Fiir die Sicherheit des RSA-Verfahrens ist eine notwendige Voraussetzung, dass es unend-
lich viele Primzahlen gibt. Anderenfalls konnten (theoretisch) alle Produkte zweier Prim-
zahlen in einer Datenbank gesammelt und somit aus allen 6ffentlichen Schliisseln die pri-
vaten bestimmt werden.

Im Folgenden wollen wir uns davon iiberzeugen, dass es tatséchlich unendlich viele Prim-
zahlen gibt.

Definition 0.1 Es seien p und q ganze Zahlen.
1. Die Zahl p teilt q (symbolisch: p|q), falls es eine ganze Zahl k gibt mit ¢ = k - p.

2. Die Zahl p heifst Primzahl, falls p > 2 gilt und unter den natiirlichen Zahlen nur 1
und p die Zahl p teilen.

Die in nachfolgendem Lemma verwendete Methode der Induktion ist zentral fiir die Infor-
matik und wird in einem eigenen Kapitel ausfiihrlich behandelt werden.

Lemma 0.2 Zu jeder natirlichen Zahl n > 2 existiert eine Primzahl p, die n teilt.

Beweis: (Induktion) Wir beweisen das Lemma mittels vollstdndiger Induktion iiber n.

o (IA, Induktionsanfang): Fir n = 2 gilt die Aussage mit p = n.

o (IS, Induktionsschritt): Es sei n > 2 eine beliebige natiirliche Zahl. Angenommen wir
hétten die Aussage bereits fiir alle 2 < k < n bewiesen (IV, Induktionsvoraussetzung).
Wir unterscheiden zwei Félle fiir n:

1. Ist n eine Primzahl, so gilt die Aussage fiir p = n.
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Inhaltsverzeichnis 3

2. Ist n keine Primzahl, so gibt es natiirliche Zahlen k,¢ mit n = k - ¢ und
2 < k,f < n. Nach Induktionsvoraussetzung gibt es somit eine Primzahl p,
die k teilt, d.h. K = p - r fiir ein geeignetes r. Also gilt n = k-¢ =p - (r-{).
Mithin teilt p auch n.

Damit ist das Lemma bewiesen. []

Mit Hilfe von Lemma 0.2 kann nun bewiesen werden, dass es unendlich viele Primzahlen
gibt. Dazu verwenden wir ein zweites wichtiges Beweisprinzip — den Widerspruchsbeweis.

Theorem 0.3 (Euklid) Es gibt unendlich viele Primzahlen.

Beweis: (Widerspruch) Angenommen die Aussage ist falsch, d.h., es gibt nur endlich
viele Primzahlen 2 < p; < pg < --- < pi. Wir definieren die Zahl

k
n =det 1 + Hpj-
j=1

Wegen n > 2 folgt aus Lemma 0.2, dass eine Primzahl py mit 1 < £ < k existiert, die n
teilt. Auf der anderen Seite gilt jedoch mod(n,p;) = 1. Dies ist ein Widerspruch. Somit
ist die Annahme falsch und es gibt unendlich viele Primzahlen. Damit ist das Theorem
bewiesen. ]
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Logik

1.1 Aussagen

1.1.1 Elementare Aussagen

Definition 1.1 FEine (mathematische) Aussage ist ein sprachlicher Ausdruck (Satz), dem
eindeutig einer der Wahrheitswerte w (fir zwahr®) oder f (fir ,falsch) zugeordnet werden
kann.

Wir werden Aussagen mit groflen Buchstaben bezeichnen und wie folgt beschreiben:

X =4et Beschreibung

Beispiel: Die folgenden Beispiele verdeutlichen die obige Begriffsbildung:

o A =g ,,Zu jeder natiirlichen Zahl gibt es eine Primzahl, die grofler ist®
ist eine wahre Aussage.

o B =g ,,Zu jeder natiirlichen Zahl gibt es eine Primzahl, die kleiner ist“
ist eine falsche Aussage, da die Zahl 2 ein Gegenbeispiel ist.

o C =gt ,Jede gerade Zahl, die grofer als 2 ist, ist die Summe zweier Prim-
zahlen® ist eine Aussage, da der Satz entweder giiltig oder nicht giiltig ist.
Der Wahrheitswert ist noch offen; bei der Aussage handelt es sich um die
bekannte GOLDBACH’sche Vermutung.

o D =4 ,Diese Aussage ist falsch“ ist keine Aussage, da kein Wahrheits-
wert zugeordnet werden kann: Ist D wahr, dann ist D falsch; ist D falsch,
dann ist D wahr.

1.1.2 Zusammengesetzte Aussagen

Aussagen konnen mittels logischer Operationen verkniipft werden. Dabei entstehen wie-
der Aussagen. Unverkniipfte Aussagen heiflen Elementaraussagen (oder aussagenlogische
Variablen). Verkniipfte Aussagen heiflen zusammengesetzte Aussagen.

Version v4.21 Fassung vom 11. Februar 2016



6 Kapitel 1. Logik

Die wichtigsten logischen Verkniipfungen mit ihren Sprech- und Leseweisen sind wie folgt:

—A  steht fiir:  nicht A (Negation)
ANB  steht fiir: A und B (Konjunktion)
AV B  steht fiir: A oder B (Disjunktion)

A — B steht fiir:  wenn A, dann B (Implikation)
A<+ B steht fiir:  genau dann A, wenn B (Aquivalenz)
A@® B steht fir:  entweder A oder B (Antivalenz)

Neben — und <+ werden auch = und < fiir Implikation und Aquivalenz verwendet, wenn
wir Aussagen iiber Aussagen formulieren.

Ahnlich der Addition und Multiplikation (,Punktrechnung geht vor Strichrechnung®) gibt
es Bindungsregeln bei der Verwendung der logischen Verkniipfungen, um die Klammerun-
gen in zusammengesetzten Ausdriicken wegzulassen. Fiir die gebrduchlichsten Verkniip-
fungen —, A und V vereinbaren wir: ,,— geht vor A“ und ,A geht vor V.

Beispiel: =A A BV C ist die gleiche Aussage wie ((mA) A B) Vv C.

Um Missverstdndnissen in komplizierteren Zusammenhéngen vorzubeugen, werden wir
jedoch auch weiterhin Klammern setzen, wo sie eigentlich nach den Bindungsregeln nicht
notwendig wéren.

Die Wahrheitswerte der durch logische Verkniipfungen entstandenen zusammengesetzten
Aussagen werden durch Wertetabellen definiert.

A B —-A ANB |AvVB |A—-B|A<B|A®B | -
f f w f f w w f w
f w w f w w f w w
w f f f w f f w w
w w f w w w w f f
Funktionsname | NOT AND OR — - XOR NAND

Bei digitalen Schaltungen entsprechen diese Wertetabellen den booleschen Funktionen,
wobei w mit 1 und f mit 0 identifiziert wird. Die Namen der den Verkniipfungen zugehotrigen
booleschen Funktionen sind in der untersten Zeile angegeben.

1.1.3 Rechnen mit zusammengesetzten Aussagen

Definition 1.2 Zwei Aussagen A und B heiffen genau dann (logisch) dquivalent, symbo-
lisch A = B, wenn A <> B eine wahre Aussage ist, d.h.

A= B <=4 A+ B ist wahr.

Skriptum zu Mathematische Grundlagen der Informatik



1.1. Aussagen 7

Beispiel: Wir wollen uns davon iiberzeugen, dass die Aussagen A <> (B <> C)
und (A @ B) & C logisch dquivalent sind. Dazu betrachten wir die zusammen-
gesetzten Aussagen:

Hy =qef B+ C, Hjy =gt A< Hy, Hs =qef A® B, Hy =gt H3®C

Letztlich muss also gezeigt werden, dass Hy <> H, stets eine wahre Aussage
ist. Wir bestimmen die zugehtrige Wahrheitswerttabelle:

A B C H1 HQ H3 H4 H1 (—)HQ
f f f w f f f w
f f w f w f w w
f w f f w w w w
f w w w f w f w
w f f w w w w w
w f w f f w f w
w w f f f f f w
w w w w w f w w

Mithin gilt also A+ (B« C)=(A® B) ¢ C.

Version v4.21 Fassung vom 11. Februar 2016



Kapitel 1. Logik

Logisch #dquivalente Aussagen konnen in zusammengesetzten Aussagen beliebig gegen-
einander ausgetauscht werden. Die wichtigsten logischen Aquivalenzen sind in folgendem
Theorem zusammengefasst.

Theorem 1.3 Es seien A, B und C beliebige Aussagen. Dann gilt:

(AANB)AC = AAN(BAC)
(AVB)vVC = Av(BVC(O)
AANB = BAA
AVB = BVA
-(AAB) = (=A)V (=-B)
-(AVB) = (=A)A(=B)
(AANB)VC = (AVC)AN(BVC)
(AVB)AC = (ANC)V(BAC)
AN(RA) = f
AV (m4) = w
Avw = w
AvE = A
AANw = A
AN = f
A—-B = (mA)VB

= (-B) = (A
A<+B = (A—- B)AN(B— A)
—|(—|A) = A

} Assoziativgesetze
Kommutativgesetze
DE MORGAN ’sche Regeln
Distributivgesetze

Dominanzgesetze

} tertium non datur

Alternative Darstellung der Implikation

Kontraposition
Alternative Darstellung der Aquivalenz

Doppelte Negation

Beweis: Wir beweisen nur die erste DE MORGAN’sche Regel =(A A B) = (-A) V (-B).
Dazu definieren wir zunéchst die Hilfsaussagen Hy =gef 7(AAB) und Hy =g (—A)V(—B).
Die Uberpriifung der Aussage Hy <> Ho erfolgt mittels einer Wertetabelle:

A B ANB Hy -A -B Hy Hy < Hy
f f f w w w w w
f w f w w f w w
w f f w f w w w
w w w f f f f w

Skriptum zu Mathematische Grundlagen der Informatik
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Somit ist Hy <> Hs eine wahre Aussage. Also sind Hy und Hs logisch dquivalent. Alle
anderen logischen Aquivalenzen konnen ebenfalls mittels Berechnung der Wertetabellen

gezeigt werden. Damit ist das Theorem bewiesen.

Mit Hilfe von Theorem 1.3 kénnen Aussagen umgeformt werden, genauso wie es von der
algebraischen Umformung von Gleichungen her bekannt ist.

Beispiel: Zur Demonstration der Anwendung von Theorem 1.3 wollen wir die

Aussage
C =gef (A/\(A—>B)) — B

vereinfachen. Wir formen die Aussage wie folgt logisch dquivalent um:

C

AN(mAVB))— B
(AN-A)V(AANB)) — B
fV(AANB)) — B
ANB)— B
-(AAB)VB
(-AV-B)VB

-AV (-BV B)

—AVw

(
(
(
(

W

(AD Implikation)
(Distributivgesetz)
(tertium non datur)
(Dominanzgesetz)
(AD Implikation)
(DE MORGAN)
(Assoziativgesetz)
(tertium non datur)

(Dominanzgesetz)

Die Aussage C ist also stets wahr unabhingig von den Wahrheitswerten der

Aussagen A und B.

1.1.4 Erfillbare Aussagen

Es sei A eine zusammengesetzte Aussage mit den aussagenlogischen Variablen X1, ...

X

Eine Belegung I von A ordnet jeder Variablen X; einen Wahrheitswert I(X;) zu.

Definition 1.4 FEs sei A eine Aussage.

1. A heifit genau dann erfiillbar, wenn A wahr fir eine

mdagliche Belegung ist.

2. A heifst genau dann allgemeingiiltig (oder Tautologie), wenn A wahr fir alle maégli-

chen Belegungen ist.

3. A heifit genau dann widerlegbar, wenn A falsch fiir eine mégliche Belegung ist.

4. A heifit genau dann unerfiillbar (oder Kontradiktion), wenn A falsch fiir alle mag-

lichen Wahrheitswerte der Elementaraussagen ist.

Version v4.21
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10 Kapitel 1. Logik

Proposition 1.5 FEs sei A eine Aussage.

1. Ist A allgemeingiiltig, so ist A erfiillbar.
2. A ist genau dann erfillbar, wenn —A widerlegbar ist.

3. A ist genau dann allgemeingiiltig, wenn —A unerfillbar.

Beweis: Die erste Aussage ist offensichtlich. Die zweite und die dritte Aussage folgen aus
der Tatsache, dass eine Belegung I, die die Aussage A wahr macht, die Aussage —A falsch
macht. ]

Beispiele: Folgende Aussagen verdeutlichen die Begriffsbildung;:

e Die Aussage AV B ist erfiillbar und widerlegbar.
e Die Aussage ((A — B) — A) A A ist unerfiillbar.
e Die Aussage (AN (A — B)) — B ist allgemeingiiltig.

1.1.5 Aussagen in Normalform

Im Folgenden betrachten wir Aussagen besonderer Struktur mit den Konnektoren —, A, V.
Wir fithren zunéchst zwei Abkiirzungen ein. Fiir Aussagen Hy, ..., H, definieren wir:

n
/\I{z =gt HiNHyA...NH,
=1

n
\/ Hi =4 H1VHyV..VH,
=1

Ein Literal ist eine Aussage der Form X oder =X, wobei X eine Aussagenlogische Variable
ist.

Definition 1.6 Fine Aussage A mit den aussagenlogischen Variablen X1,..., X, heifst

1. konjunktive Normalform (KNF, CNF), falls fiir geeignete Zahlen k und {; sowie
Literale L;; gilt:

AV, 5

2. disjunktive Normalform (DNF), falls fiir geeignete Zahlen k und {; sowie Literale
L;; gilt:

||
1 >?r

4

A= T

N
<=
&,
.
&,

Skriptum zu Mathematische Grundlagen der Informatik



1.1. Aussagen 11

Beispiele: Wir wollen die Definitionen an einigen Aussagen nachvollziehen.

e Die Aussage (X1 A Xo) V (X1 A X3 A Xy) V (Xo A Xy) V X3 ist eine
disjunktive Normalform mit k = 4,6, = 2,05 = 3,43 = 2,4 = 1 und

L1 = X1, L2 = Xy,

Loy = =Xy, Lo =—X3, Lo3= Xy
L31 = Xo, L3z = Xy,

Ly = X3,

e X1 A (X2 V Xj3) ist eine konjunktive Normalform, aber keine disjunktive
Normalform.

e XV (X2 A X3) ist eine disjunktive Normalform, aber keine konjunktive
Normalform.

o XA Xy ist eine disjunktive Normalform (mit k¥ = 2) und eine konjunktive
Normalform (mit k& = 1).

o Xi A(X2V (X3A Xy)) ist weder eine disjunktive noch eine konjunktive
Normalform. Aber es gilt

X1 A (X2 vV (X3 A X4)) = (X1 VAN XQ) vV (Xl AN X3 A X4)),
d.h., die Aussage ist dquivalent zu einer disjunktiven Normalform.

Wir wollen die Einsicht aus dem letzten Beispiel ausdehnen un zeigen, dass jede Aussage
dquivalent zu einer konjunktiven und zu einer disjunktiven Normalform ist.

Fiir eine Aussage X fithren wir folgende Schreibweise ein:

XY =ger X, X =get =X

Proposition 1.7 Fir eine beliebige Aussage X und einen Wahrheitswert o gilt
X% ist wahr <— X isto
Beweis: Wir fiihren eine Fallunterscheidung durch. Ist ¢ = w, so gilt X? = X, d.h., X

ist genau dann wahr, wenn X wahr (w) ist. Ist o = f, so gilt X7 = =X, d.h., =X ist genau
dann wahr, wenn X falsch (f) ist. Damit ist die Proposition bewiesen. ]

Proposition 1.8 FEs seien Hy,... H, Aussagen. Dann gilt:

1. N} H; ist genau dann wahr, wenn alle Aussagen H; wahr sind.

2. iy H; ist genau dann wahr, wenn mindestens eine Aussage H; wahr ist.

Version v4.21 Fassung vom 11. Februar 2016



12 Kapitel 1. Logik

Beweis: Der Induktionsbeweis bleibt zur selbstéindigen Ubung iiberlassen. |

Ohne Beweis fithren wir den folgenden Satz an, der die Existenz der kanonischen disjunk-
tiven Normalform fir jede erfiillbare Aussage sichert.

Theorem 1.9 Fir jede erfillbare Aussage H mit den aussagenlogischen Variablen

Xl,...,Xn gilt
H = \/ /”\ x 1)

Belegung I =1
erfillt H

Beispiele: Fiir H =g X1®-(X2V(X3AX1)) betrachten wir die Wertetabelle.
Dabei setzen wir

Hy =gt X3NXy
Hy =qe¢ XoV Hy
Hs =g —Ho

Somit ist H = X1 ® Hs. Wir erhalten folgende Wertetabelle:

X1 | Xo| X3 | H | Hy| H3 | H
f f f f f wo|w
f f w f f W w
f w f f w f f
f w | w f w f f
w f f f f w | f
w f w | w | w f | w
w | w f f w f|w
wlw | w | w | w f | w

Nach Theorem 1.9 gilt somit

H = (mX1A=XoA=X3) V(= X1 A-Xo A X3) V(X1 A-Xo A X3)
\Y (X1 A Xo A ﬂX3) vV (X1 N Xo /\X3)

Skriptum zu Mathematische Grundlagen der Informatik
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Das analoge Theorem gilt auch fiir die kanonische konjunktive Normalform (wiederum
ohne Beweis).

Theorem 1.10 Fir jede widerlegbare Aussage H mit den aussagenlogischen Variablen

Xl,...,Xn gilt
H = /\ \/ X;I(Xi)

Belegung I =1
widerlegt H

Beispiel: Mit Hilfe obiger Wertetabelle erhalten wir die logische Aquivalenz:

X1 @—!(XQ\/(Xg/\Xl)) = (X1\/—|X2\/X3)/\(X1V—|X2\/—|X3)/\(—|X1 \/XQ\/X3)

1.2 Quantoren

1.2.1 Aussageformen

Definition 1.11 FEine Aussageform dber den Universen Uy,...,U, ist ein Satz
A(z1,...,xy) mit den freien Variablen 1, ..., x,, der zu einer Aussage wird, wenn jedes
x; durch ein Objekt aus dem Universum U; ersetzt wird.

Beispiel: Die Begriffsbildung verdeutlichen wir durch folgende Aussageformen:

o A(x) =qef , ist eine gerade Zahl“ ist eine Aussageform iiber den natiir-
lichen Zahlen: A(2) = ,2 ist eine gerade Zahl* ist eine wahre Aussage;
A(3) = ,,3 ist eine gerade Zahl“ ist eine falsche Aussage.

o B(z,y) =gt »Das Wort x ist y Buchstaben lang® ist eine Aussageform
iiber den Universen U; aller Worter (iiber einem Alphabet) und Us aller
natiirlichen Zahlen. So ist B(Konstanz,8) = ,Das Wort Konstanz ist 8
Buchstaben lang®* eine wahre Aussage.

o C(x) =get »x <z + 1 ist als Aussageform iiber den natiirlichen Zah-
len stets wahr unabhéngig davon, welche natiirliche Zahl n fiir x einge-
setzt wird. Als Aussageform iiber der Java-Klasse Integer gilt dies nicht:
C(Integer.MAX_VALUE) ist eine falsche Aussage.

Wenn wir es mit einer Aussageform A(zy,...,z,) mit mehreren freien Variablen xy, ..., x,
zu tun haben, die wir alle iiber dem gleichen Universum U; = Us = ... = U, = U
betrachten, so sprechen wir von einer Aussageform iiber dem Universum U.

Version v4.21 Fassung vom 11. Februar 2016
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1.2.2 Aussagen mit einem Quantor

Das Einsetzen konkreter Objekte aus einem Universum macht aus einer Aussageform
eine Aussage. Eine weitere Moglichkeit dafiir ist die Quantifizierung von Aussagen mit-
tels Quantoren. Im Unterschied zum konkreten Einsetzen miissen wir dabei die Objekte
nicht kennen, deren Einsetzen den Wahrheitswert bestimmt. Wir kénnen nur sagen, dass
es solche Objekte gibt oder nicht gibt.

Die beiden wichtigsten Quantoren sind:

e Existenzquantor (oder existenzieller Quantor) 3 (manchmal auch \/ geschrieben)

o Allquantor (oder universeller Quantor) ¥V (manchmal auch /\ geschrieben)

Die Quantoren werden wie folgt verwendet, um aus Aussageformen mit einer freien Varia-
blen Aussagen zu machen. Dazu sei A(x) eine Aussageform iiber dem Universum U.

1. (3z)[A(z)] steht fiir ,es gibt ein z, fiir das A(x) gilt“ und fiir den Wahrheitswert gilt

(3z)[A(z)] ist wahr <=-4ef es gibt ein u aus U, fiir das A(u) wahr ist

2. (Vx)[A(x)] steht fiir ,fiir alle z gilt A(z) “ und fiir den Wahrheitswert gilt

(Vz)[A(z)] ist wahr <=ge¢ fiir alle u aus U ist A(u) wahr

Beispiele: Folgende quantifiziere Aussagen verdeutlichen die Begriffsbildung.

e Fiir die Aussageform A(x) =4ef ,,x ist eine ungerade Zahl“ iiber dem Uni-
versum der natiirlichen Zahlen ist (3x)[A(x)] eine wahre Aussage, da
A(3) = ,,3 ist eine ungerade Zahl* wahr ist, und ist (Vz)[A(x)] eine falsche
Aussage, da A(2) = ,,2 ist eine ungerade Zahl“ falsch ist.

o Fiir die Aussageform C(z) =gef ,& < x + 1 “ iiber dem Universum der
natiirlichen Zahlen ist (Vz)[C(x)] = (Vz)[x < x + 1] eine wahre Aussage.

e Essei U ein endliches Universum mit den Objekten uy, ..., u,. Dann gilt:
(Fx)[A(z)] = A(ur) VAua) V...V Aup) det = \/ A(uy)
i=1
(V2)[A(z)] = A(w) AAlug) Ao A A(un)  aer = [\ A(u)
i=1

Der Existenzquantor stellt somit eine endliche oder unendliche Disjunk-
tion und der Allquantor eine endliche oder unendliche Konjunktion dar.

Skriptum zu Mathematische Grundlagen der Informatik
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1.2.3 Aussagen mit mehreren Quantoren

Wir erweitern nunmehr die Anwendung von Quantoren auf Aussageformen mit mehr als
einer Variablen. Dabei entstehen nicht sofort wieder Aussagen, vielmehr wird pro Anwen-
dung eines Quantors die Anzahl freier Variablen um eine Variable reduziert. Erst wenn
alle Variablen durch Quantoren oder Einsetzen konkreter Objekte gebunden sind, kénnen
wir der nun entstandenen Aussage einen Wahrheitswert zuordnen.

Es sei A(z1,...,x,) eine Aussageform mit n Variablen iiber den Universen Uy, ..., U,.
Dann sind (3z;)[A(z1,...,2y) und (Vz;)[A(x1,...,z,)] Aussageformen mit den n — 1
Variablen TlyeeoyLi—1,Li41y--+5Tn.

In (3z;)[A(z1,. .., x,)] bzw. (Va;)[A(x1,. .., z,)] heiit A(z1,...,x,) der Wirkungsbereich
des Quantors dx; bzw. Vx;.

Beispiele: Wir setzen unsere Beispiele fiir quantifizierte Aussagen fort.

e Es seien A(x) =ger »x ist eine ungerade Zahl“ und B(x,y) =def »& - ¥ ist
eine ungerade Zahl* Aussageformen iiber dem Universum der natiirlichen
Zahlen. Dann sind

— Cy(y) =det (3x)[A(xz) — B(z,y)] eine Aussageform mit der freien
Variable y und

— Cy(x) =qef (Vy)[A(x) — B(x,y)] eine Aussageform mit der freien
Variable z,

und es gilt beispielsweise:

— C2(3) =ger (F2)[A(x) — B(z,3)] ist eine wahre Aussage

— Cy(3) =aer (Vy)[A(3) — B(3,y)] ist eine falsche Aussage, da A(3)
zwar wahr aber B(3,2) falsch ist.

Fiir vollstandig quantifizierte Aussagen erhalten wir:

— (Jy)(Vz)[A(x) — B(x,y)] ist eine wahre Aussage
— (30)(vy)[A(z) — B(z,y
= (Vy)(va)[A(z) = B(z,y
= (Vo) (Vy)[A(z) — Blz,y
)
)

ist eine wahre Aussage

]
)]
)] ist eine falsche Aussage
)] ist eine falsche Aussage
)

In der Aussage (Jy)(Vz)[A(z) — B(zx,y)] ist A(x) — B(z,y) Wirkungs-
bereich von Vz und (Vz)[A(x) — B(z,y)] der Wirkungsbereich von Jy.

e Fiir die Aussageform ,x < ¢ {iber dem Universum der natiirlichen Zahlen
ist (Vz)(3y)[z < y] (lies: ,fur alle z gibt es ein y mit x < y*) eine wahre
Aussage, da A(x,z + 1) stets wahr ist, und (Jy)(Vz)[xz < y] (lies: ,es
gibt ein y mit x < y fiir alle 2“) eine falsche Aussage, da A(y,y) stets
falsch ist. Das letzte Beispiel macht deutlich, dass es bei geschachtelten
quantifizierten Aussagen ganz entscheidend auf die Stellung der Existenz-
und Allquantoren zueinander ankommt.

Version v4.21 Fassung vom 11. Februar 2016



16 Kapitel 1. Logik

Die Namen von Variablen, die zur Quantifizierung verwendet werden, sind nur innerhalb
der Wirkungsbereiche der Quantoren relevant: Zum Beispiel ist (3z)(Vz)[x < z] keine
korrekte Quantifizierung, da bei der Einsetzung von Objekten nicht klar ist, welches fiir
welches z die Einsetzung erfolgt; (3z)[x < y] A (Vx)[z < y] ist dagegen unmissversténdlich,
da Jx und Vz iiberschneidungsfreie Wirkungsbereiche besitzen.

1.2.4 Rechnen mit quantifizierten Aussagen

Auch fiir quantifizierte Aussagen kénnen Rechenregeln (d.h. logische Aquivalenzen) ange-
geben werden. Dazu erweitern wir zunichst die logische Aquivalenz = auf Aussageformen.
Es seien A(z1,...,2z,) und B(z1,...,x,) Aussageformen iiber den Universen Uy, ..., U,.
Dann gilt:

Az, ... ,xn) = B(x1,...,2p)

gt Aui,...,up) <> B(ui,...,u,) ist wahr fir alle ug, ..., u, aus den
jeweiligen Universen

— (Va1)(Vag) - (Vo) [A(21, . .., 2pn) <> B(x1,...,2,)] ist wahr (iiber den
Universen Uy, ...,Uy,)

Wir erwihnen die folgenden Regeln hier nur auszugsweise, ohne Beweise und deshalb auch
nicht in Form eines Theorems:

B(z

@) Assoziativitat
B
} Kommutativitat

} DE MoORGAN’sche Regeln

Die Stichhaltigkeit und Namensgebung der Rechenregeln ist leicht einzusehen, wenn wir
endliche Universen fiir die Aussage zu Grunde legen und endliche Konjunktionen und
Disjunktionen betrachten.

Beispiel: Es sei P(x) =gef ,,x ist eine Primzahl“ eine Aussageform iiber dem
Universum der natiirlichen Zahlen. Wir formulieren die Aussage, dass es unend-
lich viele Primzahlen gibt, wie folgt:

A =4t (Vz)(3y)[P(y) Nz < 9]

Skriptum zu Mathematische Grundlagen der Informatik
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Die Negation der Aussage ist: ,,Es gibt endlich viele Primzahlen®“. Wir negieren
die Aussage A dazu formal:

—A = ~(Vz)(3y)[P(y) Ar < y]

~(FY)[P(y) Nz < y]

)
)(Vy)[=(P(y) A < y)]
)(Vy)[=P(y) Ve > y]
) (Vy)[P(y) = = > y]

Il

~ o~ o~~~
L
8

Intuitiv ausgedriickt bedeutet dies Aussage: ,,Es gibt eine grofite Primzahl®.

Quantifizierte Aussagen in komplexeren Doménen werden in der Regel schnell uniiber-
sichtlich. Deshalb finden sich oft Abkiirzungen fiir hiufig benutzte Redewendungen. Wir
wollen diesen Abschnitt mit einigen davon beschlieflen.

1. ,Es gibt x1,...,x,, sodass A(z1,...,x,) gilt“: Die zugehorige Abkiirzung fiir die
exakte logische Definition ist:

(Fx1, .. xn)[A(x1, . )] =der (F21)(TF2) - - (Fxn) [A(21, - . 20)]

2. JFir alle zq,...,z, gilt A(z,...,z,)“ Die zugehorige Abkiirzung fiir die exakte
logische Definition ist:

(Vai, ..., xn)[A(x1, . 2n)] =qet (V21)(Vao) - - - (Va,)[A(z1, - .. 20))]

3. ,Fiir alle x mit A(z) gilt B(z)*“: Die zugehérige Abkiirzung fiir die exakte logische
Definition ist:

(Va; A(2))[B(2)] =aer (V2)[A(z) — B()]

4. ,Es gibt ein z mit A(x), sodass B(z) gilt“: Die zugehérige Abkiirzung fiir die exakte
logische Definition ist:

(3z; A(2))[B(z)] =der (F2)[A(z) A B(2)]
Die beiden letzten Regeln sind vertréglich mit den DE MORGAN’schen Regeln:

~(37; A(2))[B(z)] = —(x)[A(z) A B(z)]
V) [~(A(z) A ( )]

[
[(=A(z)) V (=B(2))]
[

e I N N
<
8
N ~— —
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Beispiel: Das Pumping-Lemma fiir regulére Sprachen ist ein wichtiges Hilfs-
mittel im Bereich der Automatentheorie und Formaler Sprachen. Die iibliche
Formulierung als Theorem ist (vgl. z.B. [Wag03, S. 191]):

,Fir jede regulére Sprache L gibt es ein ng > 0 mit folgender Eigen-
schaft: Fiir jedes z aus L mit |z| > ng gibt es eine Zerlegung z = uvw
mit |uv| < ng und |v| > 0, sodass uvkw zu L gehort fiir alle k > 0.

Mit Hilfe unserer Quantorennotationen ist das Theorem wie folgt ausdriickbar:

(VL; L ist regulér) (3ng;ng > 0) (Vz; z gehort zu L A |z| > ng)
(Bu, v, w; 2z = wvw A [uv| < ng A [v| > 0) (Vk;k > 0) [uvkw gehort zu L]

Die Handhabung des Theorems (abgesehen vom Wissen um die verwende-
ten Begriffe und Notationen) bedarf einiger Ubung, da die Quantorenstruktur
VaAVAV der Aussage vier Wechsel zwischen All- und Existenzquantoren aufweist.

1.3 Beweise

Unter einem Beweis wollen wir eine Folge von allgemeingiiltigen Implikationen (Regeln)

verstehen, die auf allgemeingiiltigen Anfangsaussagen (Prémissen) basieren und zu der

Zielaussage (Folgerung) fithren, deren Allgemeingiiltigkeit damit nachgewiesen wird.

Wichtige Beweisregeln (Implikationen) fiir den mathematischen Alltagsgebrauch sind:

Abtrennungsregel (modus ponens): Sind A und A — B allgemeingiiltig, so ist B
allgemeingiiltig.

Korrektheit folgt aus der Allgemeingiiltigkeit von (A A (A — B)) — B.
Fallunterscheidung: Sind A — B und -A — B allgemeingiiltig, so ist B allgemein-
giiltig.

Korrektheit folgt aus der Allgemeingiiltigkeit von ((A — B) A ((-A4) — B)) — B.

Kettenschluss: Sind A — B und B — C allgemeingiiltig, so ist A — C allgemeingiil-
tig.
Korrektheit folgt aus der Allgemeingiiltigkeit von ((A — B)A(B — C)) — (A — C).

Kontraposition: Ist A — B allgemeingiiltig, so ist (-B) — (—A) allgemeingiiltig.
Korrektheit folgt aus der Allgemeingiiltigkeit von (A — B) — ((—B) — (—A)).

Indirekter Beweis: Sind A — B und A — —B allgemeingiiltig, so ist = A allgemein-
giiltig.

Korrektheit folgt aus der Allgemeingiiltigkeit von ((A — B)A (A — (—=B))) — (—A).

Skriptum zu Mathematische Grundlagen der Informatik



1.3. Beweise

19

Im Folgenden wollen an dem Beweis der Irrationalitit von v/2 die logische Struktur und
das Zusammenspiel der verschiedenen Beweisregeln offenlegen.

Lemma A. Ist n eine ungerade Zahl, so ist n? eine ungerade Zahl.

Beweis: (direkt) Es sei n eine ungerade Zahl, d.h.

n=2|n/2] + 1.
Wir miissen zeigen:
n* =2 |n?/2| + 1.
Mit n =2 |n/2] + 1 gilt:
n? = (2|n/2] +1)*
=4(n/2)> +4|n/2] +1
—9 (2 1n/2)% +2 Ln/QJ) +1
Wir zeigen zunéchst die Hilfsaussage:
[n2/2] =2[n/2)> +2|n/2]

Wegen n = 2|n/2] + 1 gilt:

n2/2] = | 2ln/2) +1)* /2]

P 1n/2)? + 2 [n/2] +1/2J
2n/2|* +2|n/2]

Einsetzen der Hilfsaussage in D ergibt:

n* =2|n?/2| + 1.

d.h. n? ist ungerade.

Version v4.21

4|n/2)? + 4 [n/2) +1) /QJ

—def A

—def Z

=def B
=def C

=def D

—def H

—def E
=def F

=def G
—H

A (fiir eine konkrete Zahl) ist
allgemeingiiltige Préamisse

Z ist die Zielaussage

A — B ist allgemeingiiltig

B — C ist allgemeingiiltig

C — D ist allgemeingiiltig

A — E ist allgemeingiiltig
E — F ist allgemeingiiltig
F — G ist allgemeingiiltig

G — H ist allgemeingiiltig

(D AH) — Z ist allgemeingiiltig
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Die logische Struktur des Beweises kann schematisch in Form eines Ableitungsbaumes
dargestellt werden:

N/ N/
N/ N/
N/  \/
=

i
. g

VA

Hierbei sind die heller unterlegten Aussagen (bis auf D AH) durch Anwendung der Abtren-
nungsregel aus den beiden dariiber liegenden Aussagen abgeleitet worden. Die dunkler
unterlegten Aussagen sind per Voraussetzung allgemeingiiltig (Aussage A) oder durch
Anwendung algebraischer Umformungsregeln allgemeingiiltig.

Durch Kontraposition von Lemma A ldsst sich nun direkt Korollar B folgern.

Korollar B. Ist n? eine gerade Zahl, so ist n eine gerade Zahl.

Beweis: (Kontraposition)

Ist n eine ungerade Zahl, =detf A

so ist n? eine ungerade Zahl =4ef B

(nach Lemma A). A — B ist allgemeingiiltig
Damit gilt nach Kontraposition: -B — —A ist allgemeingiiltig
Ist n? eine gerade Zahl, =-B

so ist n eine gerade Zahl. =-A

Damit ist das Korollar bewiesen. |
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Mit Hilfe von Korollar B kann die Irrationalitéit von v/2 mittels Widerspruchbeweis gezeigt

werden.

Theorem C. /2 ist irrational.

Beweis: (indirekt) Wir nehmen an: v/2 ist eine ratio-

nale Zahl, d.h.

(3p)3a) |geT(pa) =1 A V2=p/q| =aer A
—_———
=def £
Dann gilt
2¢° = p?, =def B
d.h. p? ist gerade.
Nach Korollar B ist p gerade, d.h.
p=2|p/2]. =def C
Wollen zeigen, dass auch ¢ gerade ist, d.h.
¢ =2[¢*/2]. =det D
Mit 2¢% = p? und p = 2|p/2] folgt
¢* = p*/2 =def E
= (2[p/2])* /2 =det F
=2|p/2)? =def G
und somit
2[q%/2| =22lp/2)%/2] =det H
— 2| [p/2)?] gt |
=2|p/2)? =def J
= q2 =
Nach Korollar B ist g gerade. =gef K
Damit gilt ggT(p, q) > 2. =-Z

Dies ist ein Widerspruch, d.h. die Annahme ist falsch
und /2 ist irrational. =-A

Damit ist das Theorem bewiesen. [ |

Version v4.21

A — Z ist allgemeingiiltig

A — B ist allgemeingiiltig

B — C ist allgemeingiiltig

B — E ist allgemeingiiltig
(CAE) — F ist allgemeingiiltig
F — G ist allgemeingiiltig

G — H ist allgemeingiiltig
H — | ist allgemeingiiltig
| — J ist allgemeingiiltig

J — D ist allgemeingiiltig

D — K ist allgemeingiiltig
K — —Z ist allgemeingiiltig
A — —Z ist allgemeingiiltig

—A ist allgemeingiiltig
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Neben den Beweisregeln, die ganz allgemein fiir beliebige Aussagen anwendbar sind, gibt
es noch eine ganze Menge spezieller Beweisregeln fiir Aussagen mit bestimmter Quanto-
renstruktur und bestimmter Universen. Zwei wichtige unter diesen sind die folgenden:

e Spezialisierung (Substitution): Ist (Vz)[A(z)] allgemeingiiltig, so ist A(y) allgemein-
giiltig, falls y nicht in einem Wirkungsbereich eines Quantors in A(z) vorkommt.

Korrektheit folgt aus Allgemeingiiltigkeit von (Vy) [(Vx)[A(x)] — A(y)] (mit obiger
Einschrinkung).

o Volistandige Induktion: Es sei A(n) eine Aussageform tiber dem Universum der natiir-
lichen Zahlen. Sind A(0) und A(n — 1) — A(n) fiir alle n > 0 allgemeingiiltig, so ist
A(n) fiir alle n allgemeingiiltig.

Wir wollen die Korrektheit der vollstdndigen Induktion tiberpriifen.

Theorem 1.12 FEs sei A(n) eine Aussageform mit der freien Variable n tiber dem Uni-
versum der natiirlichen Zahlen. Dann ist die Aussage

(A(O) A (VYnyn > 0)[A(n — 1) — A(n)]) — (Vn)[A(n)]
allgemeingiiltig.

Beweis: (indirekt) Es gelte A(0) und A(n —1) — A(n) fiir alle n > 0. Zum Widerspruch
nehmen wir an, dass es ein n gibt, sodass A(n) nicht gilt. Dann gibt es auch eine kleinste
natiirliche Zahl ng, fiir die A(ng) nicht wahr ist, d.h. es gilt =A(ng) A (Yn;n < ng)[A(n)].
Wir unterscheiden zwei Fille fiir ng:

e 1. Fall: Ist ng = 0, so ist =A(0) wahr. Dies steht jedoch im Widerspruch zur Vor-
aussetzung, dass A(0) gilt.

e 2. Fall: Ist ng > 0, so ist =A(ng) A A(ng — 1) = =(A(no — 1) — A(ng)) wahr. Dies
steht jedoch im Widerspruch zur Voraussetzung, dass A(n—1) — A(n) fiir allen > 0
gilt, also insbesondere auch A(ng — 1) — A(no).

Also ist die Annahme falsch und es gilt A(n) fiir alle n. Damit ist das Theorem bewiesen. m

Die logische Struktur des Beweises fiir Theorem 1.12 ist typisch fiir einen Widerspruchs-
beweis einer Implikation. Wenn wir die Allgemeingiiltigkeit von A — B beweisen wol-
len, so nehmen wir an, dass A aber nicht B gilt. Damit folgt sofort die Allgemeingiiltig-
keit der Aussage (A A (=B)) — A. Anschlieflend miissen wir noch beweisen, dass auch
(A A (-B)) — (—A) allgemeingiiltig ist, d.h. wir konstruieren einen Widerspruch zur
eigentlichen Pramisse A unserer zu beweisenden Implikation. Nach der Regel vom indirek-
ten Beweis folgt nun, dass =(A A (-B)) = A — B allgemeingiiltig ist.
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In diesem Kapitel beschéiftigen wir uns mit den grundlegenden Begriffen der Mengenlehre.
Hierbei folgen wir im Wesentlichen der naiven Mengenlehre, wie sie im mathematischen
Alltagsgeschiift eines Informatikers ausreichend ist. Unter einer streng mathematischen
Sichtweise ist die naive Mengenlehre nicht widerspruchsfrei; jedoch kénnen Widerspriiche
mit einer gewissen Umsicht vermieden werden.

2.1 Mengen

Eine Menge A besteht aus paarweise verschiedenen Objekten. Damit wird ein mehrfaches
Vorkommen von Objekten ignoriert — im Gegensatz z.B. zu Listen als Datenstruktur.

2.1.1 Darstellung von Mengen
Bei der Beschreibung einer Menge A unterscheiden wir zwei Formen der Darstellung;:

e cxtensionale Darstellung: Die in der Menge A enthaltenen Objekte werden aufgezéhlt
(soweit dies moglich ist), wobei die Reihenfolge keine Rolle spielt — auch hier im
Gegensatz zu Listen; symbolisch:

A={ay,ag,...}

e intensionale Darstellung: Es werden alle Objekte a selektiert, die aus dem zu einer
Aussageform F(z) gehorenden Universum stammen, sodass F(a) eine wahre Aussage
ist; symbolisch:

A={alE()}

Mit anderen Worten enthélt die Menge A alle Objekte a, die eine gewisse Eigenschaft
E erfiillen.

Extensionale Darstellungen sind fiir die Fille endlicher Mengen héufig einsichtiger als
intensionale Darstellungen, da die Selektion der Objekte bereits ausgefiithrt vorliegt. Fiir
unendliche Mengen sind extensionale Darstellungen im Allgemeinen nicht mehr méglich.

Beispiele: Die folgenden Darstellung derselben (endlichen) Menge verdeutli-
chen die unterschiedlichen Beschreibungsaspekte:

e {3,5,7,11} ={11,5,7,3}

e {3,5,7,11} =4{3,3,3,5,5,7,11,11}

e {3,5,7,11} ={a|2<a<12A aist eine Primzahl }
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2.1.2 Aussagen iiber Mengen

Im Folgenden vereinbaren wir Schreib- und Sprechweisen fiir mengenbezogene Aussagen.

Positive Aussagen sind die folgenden:

Die zugehorigen negativen Aussagen sind:

a € A steht fiir:  a ist Element von A

ACDB steht fiir: A ist Teilmenge von B

B D A steht fiir: B ist Obermenge von A

A =B steht fiir: A und B sind gleich

AC DB steht fiir: A ist echte Teilmenge von B
B D> A steht fiir: B ist echte Obermenge von A

a¢ A

steht fiir: a ist kein Element von A

AZ B steht fiir:
B2 A steht fiir:
A # B steht fiir:
A¢g B steht fiir:
B A steht fiir:

A ist keine Teilmenge von B

B ist keine Obermenge von A

A und B sind verschieden

A ist keine echte Teilmenge von B

B ist keine echte Obermenge von A

Die exakten Bedeutungen der Bezeichnungen werden aussagenlogisch festgelegt. Dazu set-
zen wir im Folgenden fiir die verwendeten Aussageformen stets ein Universum voraus.

a €A =qof a gehort zur Menge A ad A =4 —(a€A)
ACB =4 (Va)la€e A— ac B AZ B =4 —(ACB)
B2OA =45 ACB B2 A =4t —(B2A)
A=B =45 ACBABCA A#B =44 —(A=DB)
ACB =g ACBAA+B AZ B =4 —(ACB)
BDA =44 ACB BJpA =4 —(BDA)

Aussagen iiber Mengen werden also als Abkiirzungen fiir quantifizierte Aussagen iiber
ihren Elementen eingefiihrt.

Beispiele: Wir verdeutlichen den Zusammenhang zwischen Aussagen iiber
Mengen und den definierenden quantifizierten Aussagen iiber den Elementen
an Hand zweier Mengenaussagen:

AZB = —(ACB)
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—(Va)la € A — a € B

(Ja)[~(a € A — a € B)]
(Ja)[-(a ¢ AV a € B)]
(

(Va)[aEA:)aeB]/\(Va)[aeB—HzeA]
(Va)[ae A—a€B)AN(a€B—ac A
(Va)[(a € A <> a € B)]

Haufig muss die Gleichheit zweier Mengen A und B, die in intensionaler Darstellung gege-
ben sind, gezeigt werden. Nach Definition des Wahrheitswertes der Aussage A = B miissen
dafiir stets zwei Richtungen gezeigt werden. Ein einfaches Beispiel soll dies verdeutlichen.

Beispiel: Es seien die beiden Mengen A =4 { n | nist gerade } und
B =gef { n | n? ist gerade } als Teilmengen natiirlicher Zahlen gegeben. Wir
wollen zeigen, dass A = B gilt. Dazu zeigen wir zwei Inklusionen:

C: Es sei n € A. Dann ist n gerade, d.h., es gibt ein k € N mit n = 2k. Es
gilt n? = (2k)? = 2(2k?). Somit ist n? gerade. Folglich gilt n € B. Damit

gilt A C B.

D: Es sei n € B. Dann ist n? gerade. Nach Korollar B (Abschnitt 1.6) ist n
gerade. Also gilt n € A. Somit gilt B C A.

Damit ist die Gleichheit der Mengen bewiesen.

FEine ausgezeichnete Menge

(in jedem Universum) ist die leere Menge: Eine Menge A

heifit leer genau dann, wenn A kein Element enthélt. Logisch ausgedriickt bedeutet die

Bedingung: (Va)a ¢ A].

Proposition 2.1 FEs gibt nur eine leere Menge (in jedem Universum,).

Beweis: (Kontraposition) Wir wollen zeigen: Sind A und B leere Mengen, so gilt A = B.
Dafiir zeigen wir: Gilt A # B, so ist A nicht leer oder B nicht leer. Es gilt:

A#B =

Version v4.21

AZBVBYZA

(Ja)la € ANa ¢ B]V (Ja)la € BAa ¢ A

(Ja)[(a€e ANa¢g B)V(a€ BAa ¢ A)
=4et D(a)
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Es sei z ein Objekt im Universum, so dass D(z) eine wahre Aussage ist. Dann gilt x € A
oder x € B. Also ist A oder B nicht leer. |

Damit ist gerechtfertigt, dass ein eigenes Symbol ) fiir die Bezeichnung der leeren Menge
eingefiihrt wird.

||A|| (oder auch: |A|,#A) ist die Anzahl der Elemente von A bzw. die Kardinalitit von
A. Die Kardinalitét der leeren Menge ist also stets 0. Ist ||A]| < oo, so heifit A endliche
Menge, sonst unendliche Menge. Mengen mit nur einem Element werden FEinermengen
genannt.

2.1.3 Rechnen mit Mengen

Wir definieren die folgenden Operationen, die aus zwei Mengen A und B eines Universums
U wieder eine Menge desselben Universums U formen:

Vereinigunyg: AUB =g { x|z €AV EB}
Durchschnitt: ANB =4t {z |z € ANz EB}
Differenz: A\B =qet {x |z € AN ¢ B}
symmetrische Differenz: AAB =4t (A\B)U(B\ A4)

FEine besondere Differenzoperation ist die Komplementierung einer Menge A:
Komplement: A=qt U\ A
Ublicherweise werden Mengenoperationen zur Veranschaulichung durch die aus der Schule

bekannten VENN-Diagramme dargestellt. Die vier obigen Operationen auf zwei Mengen
lassen sich wie folgt visualisieren:

AUB ANB A\ B AAB

Dabei sind die dunkler dargestellten Punktmengen immer das Ergebnis der jeweiligen Men-
genoperationen auf den durch die Kreis A und B eingefassten Punktmengen. Diese Dar-
stellungsformen sind zwar illustrativ; sie sind jedoch keinesfalls ausreichend fiir Beweise.

Beispiele: Es seien A = {2,3,5,7,11} und B = {2,3,4,5,6}. Dann gilt:
o AUB ={2,3,4,5,6,7,11}
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ANB=1{23,5}

A\ B = {7,11}

B\ A= {4,6}

AAB = {4,6,7,11}
(A\B)NB={7,11}N{2,3,4,5,6} =0

Zwei Mengen A und B heiflen disjunkt genau dann, wenn A N B = () gilt.

2.1.4 Rechnen mit unendlich vielen Mengen

In einigen Féllen werden auch Verallgemeinerungen von Vereinigung und Durchschnitt auf
eine beliebige, auch unendliche, Anzahl von Mengen betrachtet.

Dazu betrachten wir Teilmengen eines Universums U. Weiterhin sei I eine beliebige Menge
(Indexmenge). Fiir jedes i € I sei eine Menge A; C U gegeben. Dann sind Vereinigung
und Durchschnitt aller A; definiert als:

UA = {alGieDacAl}
i€l
NA = {al(VieDacAl}

el

o0 o0
Fiir I = N schreiben wir auch U A; bzw. m A;.
i=0 i=0

Beispiele: Folgende Beispiele und Spezialfille sollen die Wirkungsweise von
allgemeiner Vereinigung und Durchschnitt demonstrieren:

e Esseien U =R, I =N, und

AkZdef{w }x2—1|§;}
Dann gilt:
UAk: UAk = {:n ‘mQ—l}gl}
kel k=1

:{x

ﬂAk = ﬂAk = {-1,1}

kel k=1

—\/igmgﬁ} awr = |-v2,v2
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e Es gilt stets U A; = 0. Dies ist vertriglich mit folgender Rechenregel fiir
ich
zwei Indexmengen I; und Is:

S i€l €Ul
e Es gilt stets ﬂ A; = U. Dies ist vertriglich mit folgender Rechenregel fiir

€0
zwei Indexmengen I; und Is:

NA|n|{(4]= ) 4

i€ly i€la iel1Ulo

2.2 Mengenfamilien

(Mengen)Familien sind Mengen von Mengen. Um dies widerspruchsfrei einzufiihren, bens-
tigen wir die Operation der Potenzmengenbildung.

2.2.1 Potenzmengen

Eine Operation von einem anderen Typ als Vereinigung, Durchschnitt und Differenzen ist
die Potenzierung einer Menge: Die Potenzmenge einer Menge A ist definiert als

P(A) =aer { X | X C A}

Fiir die Potenzmenge von A gelten folgenden Aussagen:
Proposition 2.2 FEs sei A eine beiliebige Menge.

1. XePA)«—= XCA

2. 0,AeP(A)

3. Ist A endlich, so gilt |[P(A)| = 214l

Beweis: Die erste beiden Aussagen folgen direkt aus der Definition. Die dritte Aussage
werden wir im Kapitel iiber Kombinatorik beweisen. [ |

Die Elemente der Potenzmenge sind also Mengen aus dem Universum P(A). Der letzte
Sachverhalt lisst die mitunter auch verwendete Bezeichnung 24 fiir die Potenzmenge von
A plausibel erscheinen.

Beispiele: Folgende Mengen verdeutlichen die Potenzmengenkonstruktion.

o P({1}) = {0,{1}}
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P({la 2}) = {@, {1}’ {2}7 {1’ 2}}
P({1,2,3}) = {0,{1}, {2}, {3}, {1,2},{1,3},{2,3},{1,2,3}}

o P(0) = {0}
o P(P0) =P{0}) ={0,{0}}
o P(P(P0)) ={0,{0}, {{0}}, {0, {0} }}

Die Teilmengen der Potenzmenge heiflen Mengenfamilien.

2.2.2 Partitionen

Eine wichtige Mengenfamilie ist die Partition oder Zerlegung eines Universums.

Definition 2.3 FEine Mengenfamilie F C P(A) heif§t (ungeordnete) Partition von A, falls
folgende Bedingungen erfillt sind:

1. BNC =0 fiir alle Mengen B,C € F mit B # C
2. |JB=4

Die Mengen B € F heiflen Komponenten der Partition.
Leere Mengen werden als Komponenten einer Partition weggelassen.

Beispiele: Folgende Familien verdeutlichen das Konzept von Partitionen.

o {R.o,{0},Rs} ist eine Partition von R mit drei Komponenten.

e { {z} | x € R } ist eine Partition von R mit unendlich vielen Kompo-
nenten. (Genauer gesagt besteht die Partition aus tiberabzéhlbar vielen
Komponenten.)

e Fiir jede Menge A C U ist {A, A} eine Partition von U mit zwei Kom-
ponenten. Tatsichlich ist fiir jede Menge U # ) die Partition {A, A} die
einzige Partition von U, die die Menge A als Komponente besitzt. Dazu
muss nur gezeigt werden, dass fiir zwei Partitionen {4, B} und {4, A}
stets B = A gilt. Dies ist leicht einzusehen, da einerseits A N B = ()
dquivalent zu A C B und andererseits AU B = U einmal dquivalent zu
AN B = 0 und somit auch zu B C A ist. Damit folgt B = A.

Im letzten Beispiel haben wir die Gleichheit zweier Partitionen dadurch gezeigt, dass wir
die Gleichheit aller einzelnen Komponenten nachgeweisen haben (A = A und B = A).
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Damit haben wir uns zuviel Arbeit gemacht. Es héitte geniigt Inklusionen der Komponen-
ten zu zeigen (A C A und B C A). Die Gleichheiten der Komponenten folgen mittels des
HAuBERschen Theorems.

Theorem 2.4 (Hauber) Es seien {Ai,...,An} und {By,...,B,} zwei Partitionen von
U. Gilt A; C B; fir allei € {1,...,n}, so gilt B; C A; (und mithin A; = B;) fiir alle
ie{l,...,n}.

Beweis: (Induktion) Wir beweisen den Satz mittels vollstdndiger Induktion iiber die
Anzahl n der Komponenten der Partitionen.

e Induktionsanfang: Wir fithren den Induktionsanfang fiir n = 1 und n = 2 durch. Fir
n =1 gilt Ay = By = U wegen der zweiten Eigenschaft von Partitionen. Fiir n = 2
seien {A1, Ao} und {Bji, B2} zwei Partitionen von U mit A; C By und Ay C Bs.
Wegen Ay = Ay und By = By gilt By = By C A] = Ay sowie By = By C Ay = Aj.

e Induktionsschritt: Es sei n > 1. Es seien {A1, Ag,..., Ay} und {B1,Bs,...,B,}
Partitionen von U mit A; C B; fiir alle i € {1,2,...,n}. Wir betrachten die beiden
Mengen

A,:defAQU"‘UAn, B/:defBQU"‘UBn.

Wegen A1 N A; = 0 fiir alle i € {2,...,n} gilt Ay N A" = 0. Andererseits gilt offen-
sichtlich A; U A" = U. Somit ist {A;, A’} eine Partition von U. Mit einem analogen
Argument erhalten wir, dass {Bj, B’} ebenfalls eine Partition von U ist. Wegen
A; C B; fur alle i € {1,2,...,n} folgt A; C B; und A’ C B’. Nach Induktionsvor-
aussetzung (fiir n = 2) gilt somit By C Ay (mithin A; = By) sowie B’ C A’ (mithin
A =B).

Wir miissen noch zeigen, dass B; C A; fiir alle ¢ € {2,...,n} gilt. Da A;NA; = 0 fiir
alled,j € {2,...,n} mit i # j gilt, ist die Mengenfamilie {As, ..., A, } eine Partition
von A’. Wegen A’ = B’ folgt mit dem gleichen Argument, dass {Bs,...,B,} eine
Partition von A’ ist. Aulerdem gilt weiterhin A; C B; fiir alle ¢ € {2,...,n}. Nach
Induktionsvoraussetzung (fiir n — 1 sowie A’) folgt B; C A; fiir alle i € {2,...,n}.

Insgesamt haben wir also gezeigt, dass B; C A; fur alle i € {1,2,...,n} gilt.

Damit ist der Satz bewiesen. [ ]
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Relationen beschreiben die Beziehungen zwischen Mengen und sind somit der eigentliche
Gegenstand der Mathematik.

3.1 Kreuzprodukt

Es seien Ay, ..., A, beliebige Mengen. Das Kreuzprodukt (oder kartesisches Produkt) von
Aq, ..., A, ist definiert als:

Alx.--xAn:def{(al,...,an)|fﬁrallei€{1,...,n} gilt CLZ‘EAi}

Die Elemente von A; X --- x A, heiflen n-Tupel (Paare fir n = 2, Tripel fir n = 3,
Quadrupel fiir n = 4).

Im Gegensatz zu Mengen sind Tupel geordnet (und damit eine Formalisierung von Listen):
Fiir zwei n-Tupel (a4, ...,a,) und (da},...,a),) gilt

r'n

(ai,...,an) = (ay,...,a,) < firallei e {1,...,n} gilt a; = |

Sind alle Mengen gleich, so schreibt man:
A" =gt A X - X A
—_—

n-mal

Beispiele: Folgende Mengen verdeutlichen die Kreuzproduktkonstruktion.
o Mit A= {1,2,3} und B = {a, b} gilt
Ax B={(1,a),(1,b),(2,a),(2,b),(3,a),(3,b)}
e Mit A= {5,7} und n = 3 gilt

A3 = {57} x {5,7} x {5,7}
= {(5,5,5),(5,5,7),(5,7,5),(5,7,7),
(7,5,5),(7,5,7),(7,7,5),(7,7,7)}

e () x A = () (beachte: Die rechte leere Menge ist die Menge in der kein Paar
enthalten ist)

e R? =R x R x R beschreibt den dreidimensionalen Raum
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Es seien Ay,..., A, beliebige Mengen. Eine Menge R C A; x --- x A, heifit n-stellige
Relation.

Beispiel: Eine relationale Datenbank ist eine Sammlung von Tabellen mit
einer gewissen Struktur. Eine Tabelle wiederum ist eine (extensionale Darstel-
lung einer) Relation. Beispielsweise sei folgender Auszug einer Tabelle gegeben:

Vorname Name Geburtsdatum
Max Mustermann 07.07.1977
Erika Mustermann 12.09.1945
John Smith 05.05.1955
Johanna Konig-Hock 27.03.1921
Lyudmila Dyakovska 02.04.1976
Peter Draisaitl 07.12.1965
Thomas Holtzmann 01.04.1927
Weiwei Ai 28.08.1957
Robert Palfrader 11.11.1968
Nikon Jevtic 03.06.1993
Leslie Valiant 28.03.1949

Wir fassen die Tabelle als Teilmenge eines Kreuzproduktes auf. Dazu seien:

A1 =4et Menge aller Vornamen in der Tabelle
Ao =g4of Menge aller Namen in der Tabelle

As =gt Menge aller Geburtsdaten in der Tabelle
Dann ist (Max,Mustermann, 07.07.1977) € A; x Az x A3 und die Menge aller
Zeilen der Tabelle ist eine Relation R C Ay x Ay x As.

Eine Relation R C A; x As heiit bindre Relation. Gilt A = Ay = A, so sprechen wir von
einer bindren Relation auf A.

Bindre Relationen R werde auch in Infix-Notation geschrieben:
TRy <=-qet (z,y) €R

Der Ausdruck ,,xRy“ steht dabei fiir die Leseweise: ,,z steht in Relation R zu y.“

Beispiele: Wir betrachten bindre Relationen iiber der Menge A = N.

° R1 =def N x N
o Ry =qef {(07 0)7 (27 3)7 (57 1)7 (57 3)}
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o R3=ger { (n1,n2) | n1 <ng } ={(0,0),(0,1),(1,1),(0,2),...}

o Ry =qer { (n1,m2) | n teilt no } = {(1,2),(2,4),(2,6),(7,0),...}

o Ry =ger { (n1,m2) | 2 teilt In1 —na| } ={(0,2),(2,2),(1,1),(3,1),...}
o Rg =def { (n1,n2) | 2n1 =n2 } ={(0,0),(1,2),(2,4),(3,6),...}

Die Relationen R3 und R4 sind Ordnungsrelationen. Relation Ry ist eine Aqui-
valenzrelation. Relation Rg ist eine Funktion.

In den folgenden Abschnitten wenden wir uns den im Beispiel erwéhnten Relationentypen
systematisch zu.

3.2 Funktionen

3.2.1 Totalitdt und Eindeutigkeit

In diesem Abschnitt fiihren wir Begriffe ein, die Funktionen, oder synomym Abbildun-
gen, als spezielle Relationen zwischen Mengen von Argumenten und Mengen von Werten
charakterisieren.

Definition 3.1 FEine bindre Relation R C A x B heifit

1. linkstotal <4t (Vz € A)(y € B)[(z,y) € R]
2. rechtseindeutig <=4t (V2 € A)(Vy,z € B)[((z,y) € RA(x,2) € R) — y = 2]
3. rechtstotal <4t (Vy € B)(Fz € A)[(z,y) € R]

(

4. linkseindeutig <=4t (Vz,y € A)(Vz € B)[((z,2) € RA(y,2) € R) = x = y]
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Beispiele: Wir iiberpriifen die Eigenschaften fiir die folgenden endlichen Rela-
tionen iiber den Mengen A = {1,2,3} und B = {1,2,3,4}:

=Y0]
P .20
g — ;
TIE| £
B ‘D S k=
22| 2|8
219 |3
Relation = 3 g A
{(1,1),(1,2),(2,2) } AL

{(1,1),(1,2),(2,2),(3,3) } NS x
{1,201} L X

{ (1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(2,4) } N‘ X

o o
{(1,1),(1,2) } .,/\. . o X
{ (171)7(172)7(2’2)7(373>7(374) } AfA X X
{(1,1),(2,2),(3,2) } ./' ./,'/.'. X | X
{ (1L,1),(1,2),(1,3),(1,4) } /&". X | X

L J
{(1,1),(2,2),(3,3) } ‘,/'./'.f. X | X X

Definition 3.2 FEs sei R C A x B eine bindre Relation.
1. R heifst (totale) Funktion, falls R linkstotal und rechtseindeutig ist.

2. R heifit partielle Funktion, falls R rechtseindeutig ist.
Beispiele: Wir diskutieren an folgenden Relationen die Funktionenbegriffe.
e Die Relation R =q4¢ { (1,1),(2,2),(3,2) } € {1,2,3} x{1,2,3,4} ist eine

Funktion.
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Die Relation R =g4¢r { (1,1),(2,1) } € {1,2,3} x {1,2,3,4} ist eine parti-
elle Funktion. Fassen wir R jedoch als Teilmenge von {1,2} x {1,2,3,4}
auf, so ist R eine Funktion.

e Die Relation R =4¢f { (z,9) | y = |z| } € Z x N ist eine Funktion.
e Die Relation R =get { (y,2) | y = || } € N x Z ist keine Funktion.
e Die folgende Methode einer in Java implementierten Klasse

int gcd(int x, int y) {
if (y==0) return x;
if (y>x) return gcd(y,x);
return gcd(y,x%y);

}

ist eine partielle Funktion als Teilmenge von int? x int, wobei wir gcd
als Relation { (z,y,2) | 2 = gcd(z,y) } auffassen.

In Java gilt mod(—1, —2) = —1, d.h. (—=1) % (—2) wird zu —1 ausgewertet.
Damit wird beim Methodenaufruf gcd(—1, —2) erst rekursiv gcd(—2, —1)
und dann wieder ged(—1, —2) aufgerufen. Somit terminiert ged(—1, —2)
nicht, und es gibt folglich kein z € int mit (—1, —2, z) € gcd. Die Methode
ist also nicht linkstotal. Die Rechtseindeutigkeit ist gegeben (wenn der ver-

wendete Java-Compiler und die verwendete Java Virtual Machine korrekt
sind).

Bisher haben wir Funktionen als binédre Relationen R C A x B eingefiihrt und damit streng
genommmen lediglich einstellige Funktionen definiert. Dies ist jedoch keine inhaltliche
Einschrinkung, da die Mengen A und B hinreichend kompliziert werden kénnen. Dennoch
vereinbaren wir Folgendes: Es sei R C A; x --- x A, eine n-stellige Relation. Dann heifit
R eine k-stellige Funktion, falls die bindre Relation R € B x C mit B = A x --- X Ag
und C = Agy1 X --- X A, eine Funktion ist. Die Begriffsbildung fiir partielle Funktionen
iibertrégt sich entsprechend.

Fiir Funktionen werden iiblicherweise eigene Schreibweisen verwendet (wie im letzten der
obigen Beispiele):

e Funktionen werden haufig klein geschrieben: f C A x B.

e Statt f C A x B schreiben wir auch f : A — B; statt (a,b) € f schreiben wir auch
fla) = b.

e Kompakt notieren wir eine Funktion als f : A — B : a — f(a); fiir den dritten Fall
in den obigen Beispielen schreiben wir also z.B. f : Z — N:z — |z|.
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3.2.2 Bild- und Urbildmengen

Wichtige Begriffe zur Beschreibung der Eigenschaften von Funktionen sind die Bild- und
Urbildmengen.

Definition 3.3 FEs seien f: A — B eine Funktion, Ag C A und By C B.
1. Die Menge f(Ao) C B ist definiert als
f(Ao) =aet { b | (Ba € Ao)[f(a) =b] }  aet= { fla)|ac A}

und heifit Bild(menge) von Ao unter f. Die Elemente von f(Ag) heiffen Bilder von
Ag unter f.

2. Die Menge f~1(Bg) C A ist definiert als
F7H(Bo) =aet { a | Bb€ Bo)[f(a) =b] } aet= {a] fla)€Bo}

und heift Urbild(menge) von Bg unter f. Die Elemente von f~1(Bg) heifien Urbilder
von By unter f.

Beispiele: Wir verdeutlichen Bilder und Urbilder exemplarisch.

e Es sei die Funktion f =ger { (1,1),(2,2),(3,2) } € {1,2,3} x {1,2,3,4}
gegeben. Unter anderem koénnen folgende Bildmengen gebildet werden:

fd1y) = {13
f({1’2}) = {1’2}
f({1ﬂ273}) - {1,2}

Beispiele fiir Urbildmengen sind unter anderem:

7y = {1
fﬁl({172}) = {17273}
F7H8y = 0

e Es sei die Funktion f : Z — N : 2 — |z| gegeben. Die Bildmenge das
ganzzahligen Intervalls [—1, 1] unter f ist:

f([_lv 1]) - f({_1707 1}) = {07 1}

Die Urbildmengen zu {2} und [2,4] unter f sind wie folgt:

72 = {22}
42,4 = {-4,-,3,-2,2,3,4}
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Proposition 3.4 Es seien A und B endliche Mengen und f : A — B eine Funktion.

Dann gilt:
1AL =11/ {op]

beB

Beweis: Da f eine Funktion ist, bildet die Mengenfamilie { f~1({b}) | b € B } eine
Partition von A. Damit folgt

AR P Cts]]

beB

und die Proposition ist bewiesen. [

3.2.3 Injektivitit, Surjektivitit und Bijektivitat

Funktionen werden danach klassifiziert, welche Eigenschaften sie zusétzlich zur Linkstota-
litdt und Rechtseindeutigkeit erfiillen.

Definition 3.5 FEine Funktion f: A — B heifit

1. surjektiv <=4et f ist rechtstotal
2. injektiv = <=qer f ist linkseindeutig

3. bijektiv  <=-qet [ ist rechistotal und linkseindeutig

Beispiele: Folgende Funktionen verdeutlichen die Begriffsbildung.

e Die Funktion f:7Z — N: x — |z| ist surjektiv, aber nicht injektiv.
e Die Funktion f:N — Z: x +— 23 ist injektiv, aber nicht surjektiv.

e Die Funktion f:7Z — Z : x — —ux ist bijektiv.

Das folgende Lemma ergibt sich unmittelbar aus den Definition der Funktioneneigenschaf-
ten. Der Beweis bleibt dem Leser zur Ubung iiberlassen.

Lemma 3.6 Es sei f: A — B eine Funktion. Dann gilt:
1. fist surjektiv <= (Vbe B) [ || f71({b})|| = 1]

2. f ist injektiv <= (Voe B)[ ||fT'{p})|| <1 ]

3. f ist bijektiv < (Voe B)[ |[f1({b})] =1]
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Waéhrend das vorangegangene Lemma eine Charakterisierung der Eigenschaften fiir eine
konkrete Funktion angibt, stellt Theorem 3.7 eine Beziehung zwischen Mengen mit Hilfe
von Funktioneneigenschaften her. Das durch das Theorem beschriebene Abzahlprinzip ist
eine fundamentale Technik beim Losen kombinatorischer Fragestellungen.

Theorem 3.7 Es seien A und B nicht-leere, endliche Mengen. Dann gilt:
1. Es gibt eine surjektive Funktion f : A — B <= ||A]| > ||B]|

2. Es gibt eine injektive Funktion f : A— B << ||A| < | B|

3. Es gibt eine bijektive Funktion f : A— B < |4 =B

Beweis: Wir beweisen die Aquivalenzen im Block.

(«<): Es seien A = {ay,...,a,} und B = {by,...,by} endliche Mengen. Wir definieren
eine Funktion f : A — B wie folgt fiir a; € A:

Fla) = b; fallsi<m
%) =def b, fallsi>m

Dann gelten folgende Aussage in Abhingigkeit von A und B:

1. Ist ||Al| > || B]|, d.-h. n > m, so ist f surjektiv
2. Ist ||A]| < ||B||, d.h. n < 'm, so ist f injektiv
3. Ist ||A|| = || B||, d-h. n = m, so ist f bijektiv

(=): Essei f: A— B eine Funktion. Dann gelten folgende Aussagen:

1. Ist f surjektiv, so gilt nach Proposition 3.4 und Lemma 3.6.1:

1A =S on) = Y1 =1B]

beB beB

2. Ist f injektiv, so gilt nach Proposition 3.4 und Lemma 3.6.2:

1A =St < Y1 =B

beB beB

3. Ist f bijektiv, so gilt nach Proposition 3.4 und Lemma 3.6.3:

1A ="l on) =Y 1 =11B]

beB beB

Damit ist das Theorem bewiesen []
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Theorem 3.8 Es seien A und B endliche Mengen mit ||A|| = ||B|| > 0. Dann sind
folgende Aussagen dquivalent:

1. f ist surjektiv
2. f ist injektiv

3. f ist bijektiv

Die logische Struktur des Theorems besagt, dass entweder alle Aussagen gelten oder keine.

Beweis: Wir zeigen die paarweise Aquivalenz aller Aussagen iiber einzelne Implikationen.

(3) = (1): Ist f bijektiv, so ist f surjektiv (nach Definition).
e (3) = (2): Ist f bijektiv, so ist f injektiv (nach Definition).

1

(3): Es sei f surjektiv, d.h. fiir alle b € B gilt || f~1({b})|| > 1 (nach Lemma

(1) =
3.6.1). Dann gilt nach Proposition 3.4 und der Voraussetzung:

1AL =Y I eI = 18] = 1Al

beB

Somit gilt ||f~1({b})|| = 1 fiir alle b € B. Folglich ist f bijektiv (nach Lemma 3.6.3).

(2) = (3): Es sei f injektiv, d.h. fiir alle b € B gilt ||f~1({b})|| < 1 (nach Lemma
3.6.2). Dann gilt nach Proposition 3.4 und der Voraussetzung:

1A= > I/ {onl < 1B = |14l
beB

Somit gilt ||f~({b})|| = 1 fiir alle b € B. Folglich ist f bijektiv (nach Lemma 3.6.3).

Damit ist das Theorem bewiesen. [ ]

3.2.4 Invertierbarkeit

Fiir eine Relation R C A x B definieren wir die Umkehrrelation R~ C B x A wie folgt:

R —def { (y,x) ‘ (‘T7y) €R }
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Die folgende Proposition ist einfach an Hand der Definitionen einzusehen.

Proposition 3.9 Fs sei R eine bindre Relation. Dann gelten die folgenden Aussagen:

1. R ist linkstotal R~ ist rechtstotal

2. R ist rechtseindeutig R~ ist linkseindeutig

3. R ist rechtstotal R~ ist linkstotal

1117

4. R ist linkseindeutig R~ ist rechtseindeutig

Korollar 3.10 Ist f eine bijektive Funktion, so ist die Umkehrrelation f~' eine bijektive
Funktion.

Definition 3.11 Eine Funktion f heifit invertierbar (umkehrbar), falls die Umkehrrela-
tion f~1 eine Funktion ist.

Korollar 3.12 FEine Funktion f ist genau dann invertierbar, wenn f bijektiv ist.

3.2.5 Hintereinanderausfiihrung

Eine wichtige Operation auf Funktionen ist die Hintereinanderausfiihrung (oder auch Ver-
kettung, Superposition oder Komposition in anderen Zusammenhingen): Fiir Funktionen
f:A— Bund g : B — C definieren wir die Funktion go f : A — C wie folgt fiir alle
x e A

(90 f)(x) =aer 9(f(2))

Beispiele: Wir beleuchten im Folgenden Aspekte der Hintereinanderausfiih-
rung exemplarisch.

e Fiir die beiden Funktionen f: NxN:z+— 22 und g : Nx N : z — 27 gilt
(.g © f)(.l‘) = g(f($)) = g(xz) = 2(5'72) — 2962
(fog)x) = flgla)) = f(2%) = (2%)2 =2%

Mithin gilt go f # f o g, denn wir erhalten (go f)(3) = 2° = 512 und
(fo.g)(3) = 2° = 64.

e Wodurch unterscheiden sich Klassen- und Instanzenmethoden in Java
(ohne Nebeneffekte) mathematisch? Zur Veranschaulichung sei dazu eine
Methode method einerseits als Klassenmethode

public static int method (int x, int y)
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und andererseits als Instanzenmethode
public int method (int x, int y)
deklariert. Im ersten Fall beschreibt die Methode eine Funktion
method : int X int — int.
Im zweiten Fall dagegen wird eine Funktion
method : § X int X int — int

beschrieben, wobei S fiir die Menge der verfiigharen Speicheradressen
steht. Bei der Instanziierung eines Objektes obj aus der entsprechenden
Klasse ordnet die Java Virtual Machine eine Adresse s(obj) € S zu, d.h.
die Instanzenmethode wird dann zu einer Funktion

obj.method : int X int — int : (z,y) — method(s(obj), z,y)

als Hintereinanderausfithrung der Funktionen s und method.

Proposition 3.13 FEs seien f: A — B und g : B — C' beliebige Funktionen.
1. Sind f und g injektiv, so ist g o f injektiv.
2. Sind f und g surjektiv, so ist go f surjektiv.

3. Sind f und g bijektiv, so ist g o f bijektiv.

Beweis: Wir zeigen die Aussagen einzeln.

1. Es seien f und g injektive Funktionen. Wir miissen zeigen, dass g o f linkseindeutig
ist. Dazu seien z,y € A beliebig mit (go f)(x) = (g o f)(y) € C. Da g injektiv ist,
folgt aus g(f(z)) = g(f(y)) die Gleichheit f(x) = f(y). Da auch f injektiv ist, folgt
aus f(z) = f(y) wiederum die Gleichheit z = y. Mithin ist g o f linkseindeutig und
also injektiv.

2. Es seien f und g surjektive Funktionen. Wir miissen zeigen, dass go f rechtstotal ist.
Es sei € C beliebig. Da g surjektiv ist, gibt es ein y € B mit y € g~ *({z}) C B,
d.h. g(y) = z. Da auch f surjektiv ist, gibt es ein z € A mit z € f~'({y}) C A,
d.h. f(z) = y. Insgesamt erhalten wir also

(g0 f)(z) =9(f(2)) = g(y) = =.

Somit gilt ||(gof)~*({z})| > 1 fiir alle € C. Mithin ist go f surjektiv (nach Lemma
3.6.1).

3. Direkte Folgerung aus der ersten und der zweiten Aussage dieser Proposition.
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Damit ist die Proposition bewiesen. [ |

Fiir eine Menge A heifit die Funktion id4 : A — A : x — x Identitdtsfunktion von A.

Proposition 3.14 Es sei f : A — B eine bijektive Funktion. Dann gilt f~ o f = id4 und
fofl=idg.

Beweis: Es geniigt f~!of = ida zu zeigen (da wir f und f~! vertauschen kénnen). Es gilt
fltof:A— Awegen f: A— Bund f~!: B — A. AuBerdem gilt f~'({f(x)}) = {z},
da f bijektiv ist. Somit gilt f~!(f(z)) = « fiir alle x € A, d.h. f~' o f = id4. Damit ist
die Proposition bewiesen. [ |

3.3 Aquivalenzrelationen

3.3.1 Reflexivitat, Transitivitdit und Symmetrie

Definition 3.15 Fine bindre Relation R C A x A heifst

1. reflexiv <=4t (Va € A)[(a,a) € R]
2. transitiv 4t (Va,b,c € A)[((a,b) € RA(b,c) € R) — (a,c) € R|
3. symmetrisch <>qef  (Ya,b € A)[(a,b) € R — (b,a) € R]

4. Aquivalenzrelation — <=gef R ist reflexiv, transitiv und symmetrisch
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Bei einer Aquivalenzrelation R verwenden wir statt (a,b) € R die Infix-Schreibweise a ~p b
(oder a =R b, a =g b).

Beispiele: Wir {iberpriifen die Eigenschaften fiir die folgenden endlichen Rela-
tionen iiber der Menge A = {0,1,2}:

5

Z | 3

g | 2 E

Relation qqi) § % =<C§
{ (0,1),(1,0),(0,2),(2,0) } X
{ (070)7(07 1)7(170)7(17 1)7(072)7(270)7(272) } X X

{ (0,0),(0,1),(1,0),(1,1),(2,2) } X | X | X | X
{(0,0),(0,1),(1,0),(1,1) } X | X

{(0,0),(0,1),(1,1),(2,2) } X | X

Wir wollen die Intuitivitit des Aquivalenzrelationenbegriff an komplexeren Relationen
verdeutlichen.

Beispiele: Folgende Beispiele sind typisch fiir die Bildung von Aquivalenzre-
lationen.

e Es seien A =3¢ Menge aller (logischen) Aussagen und
R =qgef { (H,H") | H <+ H' ist eine Tautologie } C A x A.
Dann ist R eine Aquivalenzrelation, denn es gelten folgende Aussagen

(z.B. mittels Uberpriifung durch Wertetabellen):

— R ist reflexiv: H <+ H ist eine Tautologie fiir alle Aussagen H

— R ist transitiv: Sind H + H' und H' <> H" Tautologien, so ist
auch H <> H" eine Tautologie (wegen doppelter Anwendung der
Kettenschlussregel)
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— R ist symmetrisch: Ist H «+ H’' eine Tautologie, so ist auch H' <+ H
eine Tautologie.

e Es sei f: A — B eine beliebige Funktion (mit Argumenten aus A und
Funktionswerten in B). Dann ist die Relation

Ry =qet { (z,9) | f(x)=fly) JSAXA

ganz offensichtlich eine Aquivalenzrelation. Zum Beispiel ergeben sich fiir
spezielle Funktionen folgende Aquivalenzrelationen:

— Auf der Menge A =4 Z sei die Funktion f,(x) = mod(xz,n) mit

Funktionswerten in der Menge {0, 1,...,n—1} definiert. Dann schrei-
ben wir auch z = y mod n fir (x,y) € Ry, und sagen ,x ist so y
modulo n“.

— Auf der Menge A aller Worter eines Worterbuches (wobei alle Worter
nur aus Kleinbuchstaben bestehen und keine Umlaute enthalten) sei
f als Funktion definiert, die jedes Wort auf den ersten Buchstaben
abbildet. Zwei Worter sind damit also &quivalent, wenn sie mit dem
gleichen Buchstaben beginnen.

3.3.2 Aquivalenzklassen

Definition 3.16 FEs seien R C A x A eine /[quivalenzrelation und x € A ein beliebiges
Element. Dann heif$t die Menge

[z]r =aet { y | (x,y) ER}C A

Aquivalenzklasse von x. Wir nennen = Reprisentant der Aquivalenzklasse.

Beispiel: Wir betrachten die Kongruenz ,, = mod 8 “ auf den ganzen Zahlen.
Dann gilt:
13z = {y|y=13mod 8}
= {y|mod(y—13,8) =0}
{...,—11,-3,5,13,21... }
= [3]

Proposition 3.17 Es seien R C A x A eine Aquivalenzrelation und x,y € A. Dann gilt:
1. Ist (z,y) € R, so gilt [z]r = [y|r-

2. Ist (z,y) ¢ R, so sind [x|r und [y|gr disjunkt.
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Beweis: Wir beweisen die Aussagen einzeln.

1. Es gelte (z,y) € R, d.h. y € [x]gr. Wegen der Transitivitdt von R gilt (z,z) € R
fir alle z € [y|lr (d.h. (y,2z) € R). Somit gilt [y|r C [z]r. Wegen der Symmetrie
von R gilt (y,x) € R. Somit konnen wir analog auch [z]g C [y|r zeigen. Mithin gilt
[2]r = [y]r-

2. Wir zeigen die Kontraposition der Aussage. Dazu gelte [x]g N [y]r # 0. Dann gibt
es ein z € A mit z € [z]g und z € [y|g bzw. (z,z) € R und (y,2) € R. Wegen der
Symmetrie von R gilt (z,y) € R. Wegen der Transitivitit gilt somit (z,y) € R.

Damit ist die Proposition bewiesen. ]

3.3.3 Reprdsentantensysteme

Definition 3.18 Es sei R C A x A eine Aquivalenzrelation. Eine Menge K C A heifit
Reprisentantensystem von R, falls folgende Bedingungen erfillt sind:

1. Fiir alle k1, ky € K mit k; 75 ko gilt (kl,kig) ¢ R

2. A= J[Klr
keK
Beispiel: Wir betrachten die Kongruenz ,, = mod 8 “ auf den ganzen Zahlen.

e {0,1,2,3,4,5,6,7} ist ein Reprisentantensystem
e {8,1,2,19,—4,13,6,7} ist ebenfalls ein Représentantensystem

Die zu einem Reprisentantensystem gehérenden Aquivalenzklassen bilden eine Partition
der Grundmenge.

Korollar 3.19 FEs seien R C Ax A eine Aquivalenzrelation und K C A ein Reprisentan-
tensystem von R. Dann bilden die Aquivalenzklassen (der Elemente) von K eine Partition
von A.

Beweis: Wegen (ki,k2) ¢ R fir k1,ko € K mit k1 # ko (die erste Eigenschaft eines
Repésentantensystems) folgt aus Proposition 3.17:

[k1]lr N [k2lr =10

Aus der zweiten Eigenschaft eines Reprisentantensystem folgt fiir K weiterhin

U [kl = A.

keK
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Somit ist die Mengenfamilie { [k]g | k € K } eine Partition von A. Damit ist das Korollar
bewiesen. ]

Proposition 3.20 Es sei F C P(A) eine Partition von A. Dann ist die Relation
RCAXxAmit
(r,y) ER <=qet (AX € F)lz e X Ny € X]

eine Aquivalenzrelation.

Beweis: Wir iiberpriifen die Eigenschaften von Aquivalenzrelationen:

e R ist reflexiv: Fiir jedes x € A gibt es ein X € F mit x € X, da F eine Partition ist.
Somit gilt (z,x) € R.

e R ist transitiv: Es seien (z,y) € R und (y,z) € R. Dann gibt es X7, X2 € F mit
x,y € X1 sowie y,z € Xo. Mithin gilt y € X1 N Xs. Also sind X; und X5 nicht
disjunkt. Da F eine Partition ist, gilt folglich X; = X5. Somit gilt x,z € X;. Es
folgt (x,z) € R.

e R ist symmetrisch: Ist (z,y) € R, so gilt x,y € X fiir ein geeignetes X € F. Also
gilt auch (y,z) € R.

Damit ist die Proposition bewiesen [

3.4 Ordnungsrelationen

3.4.1 Antisymmetrie und Linearitat

Ordnungsrelationen extrahieren den mathematischen Gehalt von natiirlichen Ordnungen,
wie sie beispielsweise beim Sortieren benétigt werden. Dafiir werden die folgenden zusétz-
lichen Begriffe definiert.

Definition 3.21 FEine bindre Relation R C A x A heif§t
1. antisymmetrisch gt (Va,b € A)[((a,b) € RA (b,a) € R) — a =]

2. linear 4t (Va,b e A)ja#b— ((a,b) € RV (b,a) € R)]

Die Eigenschaft der Antisymmetrie wird anschaulicher, wenn fiir alle a,b € A die Kontra-
position

a#b— ((a,b) ¢ RV (b,a) ¢ R)
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betrachtet wird. Mit anderen Worten darf fiir verschiedene Elemente a und b hochstens
eines der Paare (a,b) oder (b,a) zu R gehoren. Zu beachten ist weiterhin, dass die Eigen-
schaft der Antisymmetrie nicht die Negation der Symmetrie ist, wie sie im Kapitel iiber
Aquivalenzrelationen eingefithrt wurde.

Beispiele: Wir iiberpriifen die Eigenschaften fiir die folgenden endlichen Rela-
tionen tiber der Menge A = {0,1,2}:

E
Relation C‘?: ;5 £ §
{(0,0),(0,1),(0,2),(1,1),(1,2),(2,2) } X | X | X|X
{(0,0),(0,1),(2,0),(1,1),(1,2),(2,2) } X X | X
{ (0,0),(0,1),(2,0),(0,2), (1,1),(1,2),(2,2) } X X
{ (0,0),(0,1),(2,0),(0,2),(1,1),(2,2) } X
{(0,1),(2,0),(0,2),(1,1),(2,2) }
{(0,1),(1,2),(0,2) } X | X | X
{(0,0),(0,1),(1,0),(1,1),(2,2) } X | X
{ (0,0),(0,1),(0,2),(1,1),(2,2) } X | X | X
{(0,1),(1,2),(2,1),(2,0) } X
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Durch die Analyse der obigen Beispiele bekommt man ein technisches Gefiihl fiir die Defi-
nitionen. Im Folgenden wollen wir auch die Intuitivitdt von Definition 3.21 durch weitere
Beispiele verdeutlichen.

Beispiele: Die folgenden Beispiele reprisentieren im Allgemeinen unendliche
Relationen.

e Wir betrachten die Relation Ry =gef { (m,n) | m < n } C N2. Zur
Erinnerung halten wir fest: m < n < (3¢ € N)[n = m + ¢]. Dann besitzt
R alle Eigenschaften von Definition 3.21:

— R ist reflexiv, denn fiir alle n € N gilt n =n + 0 bzw. n < n.

— R ist transitiv, denn gilt k¥ < m und m < n, so gibt es ¢1,c2 € N mit
m = k—+c; sowie n = m+co und es gilt n = k+ (ca+¢1) bzw. k < n.

— R; ist antisymmetrisch, denn gilt m < n und n < m, so gibt es
c1,c0 ENmitn=m-+c; sowie m=n+cound mit n =n+c1; + ¢
folgt ¢; = ¢co = 0 und mithin n = m.

— R; ist total, denn n —m € N oder m —n € N.

e Wir betrachten die Relation Ry =qer { (m,n) | m teilt n }. Auch hier
halten wir zur Erinnerung fest: m teilt n < (3¢ € N)[n = ¢- m]. Fiir Ry
gelten folgende Aussagen:

— Ry ist reflexiv, denn fiir alle n € N gilt n = 1-n bzw. n teilt n.

— Ry ist transitiv, denn teilt k£ die Zahl m und teilt m die Zahl n, so gibt
es c1,co € Nmit m = ¢y -k sowie n = co-mund es gilt n = (ca-¢1) - k
bzw. k teilt n.

— Ry ist antisymmetrisch, denn teilt m die Zahl n und teilt n die Zahl
m, so gibt es ¢1,co € N mit n = ¢; - m sowie m = co - n und mit
n=cj - co-n folgt ¢ = co = 1 und mithin m = n.

— Ry ist nicht total, denn weder teilt 2 die Zahl 3 noch teilt 3 die Zahl
2.

e Wir betrachten die Relation Rg =gef { (A, B) | A C B } C P(X)? fiir
eine Grundmenge X. Fiir R gelten folgende Eigenschaften:
— Rjg ist reflexiv, denn es gilt A C A fiir alle A C X.

— Rj3 ist transitiv, denn gilt A C B, d.h. (Va € A)[a € B], und gilt
B C C, d.h. (Va € B)la € C], so gilt nach dem Kettenschluss auch
(Va€ A)jaec C],dh. ACC.

— Rj3 ist antisymmetrisch, denn mit A C B und B C A gilt A = B.

— Rz ist nicht total, falls [ X|| > 2: Es seien a,b € X mit a # b, dann
gilt {a} N {b} = 0.
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Definition 3.22 FEs sei R C A x A eine bindre Relation tber A.

1. R heifst Halbordnung (oder partielle Ordnung), falls R reflexiv, transitiv und anti-
symmetrisch ist.

2. R heifst Ordnung (oder totale Ordnung), falls R eine Halbordnung und zusditzlich
total ist.

3. Ist R eine Halbordnung, so heif$t das Paar (A, R) halbgeordnete (oder partiell geord-
nete) Menge.

4. Ist R eine Ordnung, so heifst das Paar (A, R) geordnete (oder total geordnete)
Menge.

Beispiele (Fortsetzung): Fiir die drei Relationen aus obigem Beispiel gilt:

e R; ist eine Ordnung; wir schreiben die geordnete Menge als (N, <).
e R, ist eine Halbordnung; wir schreiben die halbgeordnete Menge als (N, |).

e Rj ist eine Halbordnung fiir jede Grundmenge X; wir schreiben die halb-
geordnete Menge als (P(X), C).

3.4.2 HAsSe-Diagramme

Endliche Halbordnungen lassen sich durch HASSE-Diagramme graphisch darstellen. Diese
Diagramme sind wie folgt fiir eine halbgeordnete Menge (A, R) definiert:

e Elemente der Grundmenge A werden durch Punkte (Knoten) in der Ebene dargestellt
e Ist (x,y) € R fiir x # y, so wird der Knoten y oberhalb von Knoten x gezeichnet

e Genau dann, wenn (z,y) € R fiir z # y gilt und es kein z ¢ {z,y} mit (z,z) € R
und (z,y) € R gibt, werden = und y durch eine Linie (Kante) verbunden

Bei dieser Darstellungsform werden gerade alle Paare einer Halbordnung nicht mit dar-
gestellt, deren Zugehorigkeit zur Relation sich wegen der Transitivitit sowieso aus den
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anderen Paaren ergeben wiirde. Eine derart vollstindig reduzierte Relation heifit auch
transitive Reduktion einer Halbordnung.

Beispiele: Die folgende Abbildung zeigt HASSE-Diagramme fiir die endlichen,
halbgeordneten Mengen ({O, 1,...,6}% §) und ({1, 1132 \)

® A0
@ /68 @
ONYPOWORP o=,

Q)
({0,1,...,6}%, <) ({1,...,11}%])

Im Folgenden verwenden wir x <p y fiir (x,y) € R, falls R eine Halbordnung ist.

3.4.3 Minimum, Maximum, Infimum und Supremum

Definition 3.23 FEs seien R C A x A eine Halbordnung und K C A.

1. Ein Element a € K heifst Minimum (bzw. Maximum) von K, falls a <g b (bzw.
a>prb) fir alleb e K gilt.

2. FEin Element a € A heif$t untere Schranke (bzw. obere Schranke) von K, fallsa <p b
(bzw. a >R b) fir alle b € K gilt.

3. Ein Element a € A heifst Infimum (bzw. Supremum) von K, falls a eine untere
Schranke (bzw. obere Schranke) von K und a >g b (bzw. a <g b) fir alle unteren
Schranken (bzw. oberen Schranken) von K gilt.

Der Unterschied zwischen einer unteren Schranke von K und einem Minimum von K liegt
darin, dass die untere Schranke nicht zur Menge K gehtren muss, was fiir das Minimum
verlangt ist. Gleiches gilt natiirlich auch fiir obere Schranken von K und einem Maximum
von K. Dariiber hinaus sind Minima, Maxima, Infima und Suprema stets eindeutig, falls
sie iiberhaupt existieren.

Proposition 3.24 FEs seien R C A x A eine Halbordnung und K C A. Ezxistiert das
Minimum (Mazimum, Infimum, Supremum) von K, so ist es eindeutig.
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Beweis: (nur fiir das Minimum) Es seien a,a’ € K Minima von K. Dann gilt a <pg d/,
da a ein Minimum von K ist, und es gilt ' <g a, da @’ ein Minimum von K ist. Wegen
der Antisymmetrie von <p gilt a = a’. Damit ist die Proposition bewiesen. |

Die Eindeutigkeit dieser Elemente ermoglicht uns spezielle Notationen einzufiihren:

min(K) steht fiir das Minimum von K
max(K) steht fiir das Maximum von K
inf(K) steht fir das Infimum von K
sup(K) steht fiir das Supremum von K

Anschaulich ist das Infimum die gréfite untere Schranke und das Supremum die kleinste
obere Schranke. Im Allgemeinen miissen Minimum, Maximum, Infimum und Supremum
nicht existieren.

Beispiele: Folgende Beispiele verdeutlichen die Begriffsbildungen.

e min()) und max () existieren fiir keine Halbordnung.
o Essei A =g4of Qund R =4e¢ { (m,n) | m <n }. Fiir die Mengen

Ky =gef {:E|O<SL‘} CcCA
K_ =4 {z|xz<0} CA

gelten die folgenden Aussagen:
— min(K;) und min(K_) existieren nicht
— max(K ;) und max(K_) existieren nicht
— Die Menge der unteren Schranken von Ky ist K_ U {0}
— Die Menge der unteren Schranken von K_ ist ()
— Die Menge der oberen Schranken von K ist ()
— Die Menge der oberen Schranken von K_ ist K U {0}
— inf(K;) = max(K_U{0}) =0
— inf(K_) existiert nicht
— sup(K ) existiert nicht
— sup(K_) =min(K; U{0}) =0
e Wir setzen das vorangehende Beispiel fort. Bei verdnderter Grundmenge
A =q¢ Q\ {0} sowie unverdndertem R, K| und K_ gelten die folgenden
Aussagen:
— Die Menge der unteren Schranken von K ist K_
— inf(K ) existiert nicht, da K_ kein Maximum besitzt
o Es seien A =ger {0,1,...,10} und R =gef { (m,n) [ m <n } C Ax A
Dann gelten folgende Aussagen:
— inf(0) = 10
— sup(@) =0
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3.4.4 Minimale und maximale Elemente

Definition 3.25 FEs seien R C A x A eine Halbordnung und K C A. Ein Element a € K
heifst minimal (bzw. maximal) in K, falls fir alle b € K gilt: Ist b <g a (bzw. b >r a), so
ist a = b.
Beispiel: Es seien A =q¢f N und R =ger { (m,n) | m teilt n } C A x A. Fiir
K1 —def N und K2 —def N \ {1}
gelten die Aussagen:

e Die Menge der minimalen Elemente von K ist {1}

e Die Menge der minimalen Elemente von K3 ist die Menge der Primzahlen

Proposition 3.26 Es seien R C A x A eine Ordnung und K C A. Ist a € K minimal
(bzw. mazimal) in K, so ist a ein Minimum (bzw. Maximum) von K.

Beweis: (nur fir die Minimalitit) Es sei @ € K ein minimales Element. Fiir b € K gilt
a <p b oder b <p a wegen der Totalitéit von R. Gilt b <p a, so folgt a = b (bzw. a <p b)
wegen der Minimalitidt von a. Somit gilt in jedem Fall a <g b fiir alle b € K. Somit ist a
das Minimum von K. Damit ist die Proposition bewiesen. |

3.5 Graphen

Endliche binéire Relationen kénnen durch Graphen beschrieben werden.

Definition 3.27 FEin (gerichteter) Graph G = (V, E) ist ein Paar bestehend aus einer
Knotenmenge V' und einer Kantenmenge 2 C V x V. Die Elemente von V heiflen Knoten;
die Elemente von E heiffen Kanten.

Fiir einen Graphen G = (V, E) ist E eine binére Relation auf V. Fiir eine bindre Relation
R auf A ist (A, R) ein Graph.

Einen Graphen G = (V, E) kénnen wir wie folgt visualisieren:

e V sind Punkte in der Ebene.

e Fiir eine Kante e = (v;,v) € E zeichnen wir einen Pfeil von v; nach vy,.
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Beispiel: Folgende Abbildungen reprisentieren Graphen:
5
o

é 3 4
4 1

. 2
3

1 2

Der linke Graph entspricht der Relation {(0,0), (0,4), (2,3), (4,0), (5,1), (5,3)}
auf {0,1,2,3,4,5}. Der rechte Graph H = (V, E) ist ein Beispiel fiir einen
Graphen, der keine Schleifen (Kanten von Knoten zu sich selbst) sowie keine
zwei Kanten zwischen Paaren von Knoten enthalt.

Definition 3.28 FEs sei G = (V, E) ein Graph.

1. Ein Weg der Léinge k in G ist eine Folge (vg, v1,...,vx) mitv; € V und (vi_1,v;) € E

fir allei e {1,...,k}.

2. Fin Kreis (der Linge k) in G ist ein Weg (vo,v1,...,v;) in G mit vg = vy.

Beispiel: Der Graph H = (V,E) aus obigem Beispiel enthélt einen Weg
(1,2,3,4,1,3,5,4,2) der Lénge 8, der jede Kante genau einmal benutzt. Ein
solcher Weg heifit EULER- Weg. Aulerdem enthilt H Kreise, z.B. (1, 3,4, 1).

Neben gerichteten Graphen werden auch ungerichtete Graphen betrachtet. Eine ungerich-
tete Kante e zwischen Knoten u und v wird mit e = {u,v} beschrieben, d.h. es muss
folgende Symmetrieeigenschaft gelten: (u,v) € E — (v,u) € E. Gilt dies fiir alle u,v € V,
so heifit G = (V, E) ungerichteter Graph.

Beispiel: Der obige Graph H = (V, E) kann als ungerichteter Graph folgen-
dermaflen visualisiert werden:
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Definition 3.29 Es sei G = (V, E) ein ungerichteter Graph.

e G heifft zusammenhingend, falls es fiir alle u,v € V einen Weg (wo, ..., wg) in G
mit u = wy und wg = v gibt.

e G heifst Baum, falls G zusammenhdngend ist und keine Kreise der Ldnge k > 1
enthdlt.

Beispiel: Von den beiden folgende Graphen ist der linke nicht zusammenhén-
gend und der rechte ein Baum:
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4.1 Volistandige Induktion

Die vollstandige Induktion ist ein Beweisprinzip, um eine mit dem Allquantor versehene
Aussage tiber dem Universum der natiirlichen Zahlen zu beweisen. Die Korrektheit des
Beweisprinzips haben wir im Kapitel 1 bewiesen. Die allgemeinste Form der vollstdndigen
Induktion ist Gegenstand von Theorem 4.1, das ohne Beweis angeben.

Theorem 4.1 Es seien A(n) eine Aussageform mit der freien Variable n iber dem Uni-
versum der natirlichen Zahlen und ng € N. Dann ist die Aussage

<(Vn;n <no)[A(n)] A (Yn;n > ng) [(Vm;m < n)[A(m)] — A(n)]> — (Vn)[A(n)]
allgemeingiiltig.

Die Anwendung von Theorem 4.1 als Beweisverfahren sieht wie folgt aus:

o Induktionsanfang (IA): Zeige A(0), A(1),..., A(ng).

o Induktionsschritt (1S): Zeige A(n) fiir ein allgemeines n > ng unter der Annahme
(Induktionsvoraussetzung, IV), dass A(m) fiir alle m < n gilt.

Im Folgenden diskutieren wir einige Beispiele fiir Induktionsbeweise. (Fiir weitere Beispiele
sei auf das Skriptum zum ,Briickenkurs Mathematik“ verwiesen.)

Proposition 4.A Fir alle n € N gilt loga(n + 1) < n.

Beweis: (Induktion tber n)

e Induktionsanfang: Fiir n = 0 gilt log,(0 4+ 1) =0 < 0.

o Induktionsschritt: Fiir n > 0 gilt

logy(n+1) < logy(2n) (dan>1)
= 1l+logyn (nach Induktionsvoraussetzung)
< 14 (n-1) (dan>1)
= n
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Damit ist die Proposition bewiesen [

Es ist jedoch nicht immer so einfach ein geeignetes ng zu wihlen, um eine Aussage mittels
Induktion zu beweisen.

Beispiel: Wir betrachten folgende Fragestellung: Gegeben k € N, fiir welches
no € N gilt die Aussage: Fiir alle n € N mit n > ng gilt n < 2"F?

Zunéchst versuchen wir ng so zu bestimmen, dass der Induktionsschritt funk-
tioniert:

e Induktionsschritt: Fiir n > ng gilt

n = (n—1)+1
< onTl=k 4 (nach Induktionsvoraussetzung)
< onl=k L gmo=k  (falls ng die Ungleichung 1 < 2"0~F erfiillt)
< onol-k g gn-l-k (dan—12>ngp)
= on-k

Der Induktionsschritt kann also fiir jedes ng > k durchgefiihrt werden. Setzen
wir allerdings ng = k, so gilt im Induktionsanfang k& < 2F~* lediglich fiir
k € {0,1}. Wir miissen also ein ng so finden, dass

2<k<ng< 2k

gilt. Durch Experimentieren erhélt man z.B. als Ansatz ng = k2. In der Tat
gelingt der Induktionsanfang mit dieser Wahl.

o Induktionsanfang: Fiir n = ng = k? gilt zunichst

2logo k < k-logyk (da k > 2)
< k-(k-1) (nach Proposition 4.B)
= K-k

Damit gilt k2 = 2log2k? = 92loga k < ok*—k,

Wir konnen die Aussage also fiir alle n > k? beweisen.

Proposition 4.B Es sei k € N. Dann gilt n < 2% fiir alle n € N mit n > k2.

Der Induktionsbeweis ergibt sich aus obigem Beispiel.
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An einem weiteren Beispiel wollen wir auch auf die Fallstricke hinweisen, die zu fehlerhaften
Induktionsbeweisen fithren kénnen.

Beispiel: Wir zeigen folgende, empirisch ganz offensichtlich falsche Aussage:

Alle Personen in einer Menge X von || X| = n > 0 Personen sind
gleich grofs.

Wir beweisen diese Aussage mittels vollstandiger Induktion iiber n.

e Induktionsanfang: Fiir n = 1 ist die Aussage offensichtlich wahr.

o Induktionsschritt: Fiir n > 1 sei X eine beliebige Menge mit || X|| = n
Personen. Dann zerlegen wir X in Mengen Y und Z mit folgenden Eigen-
schaften:

X=YUZ
ynz|=1
Y < 1X
Nzl < 11X

[ S

Nach Induktionsvoraussetzung folgt aus der Eigenschaft ||Y] < [ X||,
dass alle Personen in Y gleich grofl sind. Hierbei ist zu beachten, dass
1 < ||Y]| <n—1 gilt; wir diirfen also die Induktionsvorausetzung anwen-
den. Gleichfalls folgt nach Induktionsvoraussetzung aus der Eigenschaft
| Z]| < || X]|, dass alle Personen in Z gleich grof} sind. Da Y N Z # () gilt,
gibt es eine Person in beiden Mengen Y und Z, zu der alle Personen der
beiden Mengen gleich grofl sind. Wegen Y U Z = X sind alle Personen in
X gleich gro8.

Damit wire die Aussage bewiesen, hitten wir nicht einen Fehler gemacht. Wo
liegt er? (Die Beantwortung der Frage sei zur Ubung iiberlassen.)

4.2 Strukturelle Induktion

Wir wollen das Induktionsprinzip zur einer Beweismethode iiber induktiv definierten Men-
gen erweitern.
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4.2.1 Induktives Definieren

Wir fithren die Methode des induktiven Definierens nur fiir den Spezialfall mittels einer
Operation ein.

Definition 4.2 FEs sei f : A" — A eine n-stellige Funktion (Operation). Dann sind die
Abbildungen T'y : P(A) — P(A) sowie ch : P(A) — P(A) fiir alle k € N wie folgt definiert
(fir BC A):

r5(B) =at TEY(B) U {f(al,...,an) | al,...,aner’;*l(B)}

Die Menge I'¢(B) heifit Abschluss von B unter f.

Anschaulich gehoren zur Menge I'¢(B) alle diejenigen Elemente von A, die sich durch eine
endliche Anzahl von Hintereinanderausfiihrungen der Operation f aus den Elementen der
Menge B konstruieren lassen.

Beispiele: Wir wollen Definition 4.2 an Beispielen nachvollziehen.

e Wenn wir die Operation inc : N — N : n +— n 4 1 betrachten, so gilt:

({oy) = {o}
({0}) {0} u {1} = {0,1}

rZ ({0} = {o0,1} U {1,2} = {0,1,2}
({0}) = {0,1,2} U {1,2,3} = {0,1,2,3}

Pinc({o}) = N

Der Beweis der Gleichheit I'¥ ({0}) = {0,1,...,k} fiir alle k¥ € N kann
mittels vollstdndiger Induktion iiber k gefithrt werden.

e Wenn wir die Operation + : N> — N : (n,m) ~ n+m betrachten, so gilt:

r(1)) = {1}
rL({1) = {1} U {2 = {12}
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{1,2} U {2,3,4} = {1,2,3,4}
{1,2,3,4} U {2,3,4,5,6,7,8} = {1,2,3,4,5,6,7,8}

}1
4o
—
—

—
—
SN—

|

1} = {1,2,...,2%

ry({1}) = Ny
Auch hier kann der Beweis der Gleichheit I'% ({1}) = {1,2,...,2*} fiir
alle k € N mittels vollsténdiger Induktion tiber k gefithrt werden.

Definition 4.3 FEine Menge B C A heifit endlich erzeugt (oder induktiv definiert) aus
By C A, falls es eine Funktion f: A" — A gibt mit B =T'¢(By).

4.2.2 Induktives Beweisen

Fiir endlich erzeugte Mengen kénnen wir das Beweisprinzip der strukturelle Induktion
formal angeben (ohne Beweis).

Theorem 4.4 FEs sei B eine endlich erzeugte Menge aus By mittels f. Es sei A(x) eine
Aussageform mit der freien Variablen x tiber dem Universum B. Dann ist die Aussage

(o € BOLA@) A (ki > 0) [(v € T4 (Bo))[A)] - (v € T(Bo)A)] )
— (Vz € B)[A(z)]

allgemeingiiltig.

Die Anwendung dieser recht komplizierten Formulierung als Beweisprinzip ist wie folgt:

e Induktionsanfang (IA): Zeige A(x) fiir alle z € By.

o Induktionsschritt (IS): Zeige A(x) fuir ein allgemeines = € B\ By unter der Annahme
(Induktionsvoraussetzung, IV), dass A(y1), ..., A(yn) fir z = f(y1,...,yn) gilt. (Hier
ist unter technischen Gesichtspunkten darauf zu achten, dass yi,...,y, einfacher
sind, d.h. ist = € F’}(Bg), SO MUSS Y1, ...,Yn € F?_I(BO) gelten.)

Zum Abschluss wollen wir uns ein Beispiel fiir die in der Informatik typische konstruktive
Vorgehensweise anschauen.

Eine wichtige Datenstruktur in der Informatik sind Bindrbdume als Verallgemeinerung
von Listen. In einer Liste hat jedes Element bis auf das letzte genau einen Nachfolger und
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jedes Element bis auf das erste genau einen Vorgénger. Verlangt man nur die Eigenschaft
das jedes Element bis auf eines genau einen Vorgénger besitzt (und Kreise ausgeschlossen
werden), gelangt man zu Biumen. Eine Sonderklasse von Biumen sind volle, gewurzelte
Bindrbdume. Ein Beispiel ist der folgende Baum:

Die Menge aller vollen, gewurzelten Bindrbdume kann man wie folgt induktiv definieren.
Biume sind Tripel (V, E,r), wobei V fiir die Menge der Knoten, E C V? fiir die Menge
der Kanten sowie r € V fiir die Wurzel stehen. Wir geben nun eine Menge By und eine
Operation f an:

By =aet { ({r}.0,r)|reN}
f((‘/l,El,Tl),(VQ,EQ,T’Q)) —def (ViUV2U{T}7E1UE2U{(T7TI)7(T7TQ)}7T))
wobei V1 NV, = () sowie r ¢ V3 U Vs gilt

Die Menge der vollen, gewurzelten Bindrbaume ist dann gerade die Menge I't(By).

Bevor wir unseren zu beweisende Eigenschaften formulieren, fithren wir noch zwei Begriffe
ein. Es sei T' = (V, E, r) ein voller, gewurzelter Bindrbaum. Ein Element v € V heifit Blatt
(bzw. Blattknoten), falls es kein w € V' mit (v,u) € E gibt; sonst heifit v innerer Knoten.

Proposition 4.F Fir einen vollen, gewurzelten Bindrbaum T seien np die Anzahl inne-
rer Knoten und mrp die Anzahl der Bldtter. Dann gilt stets np = mp — 1.

Beweis: (Induktion iber den Aufbau der Bdume)

e Induktionsanfang: Ist T = ({r},0,r), so gilt np = 0 und mp = 1.

o [nduktionsschritt: Es sei T = f(T1,T3) fir geeignete Bdume 77 = (V4, E1,71) und
Ty = (Va, E2,79). Dann gilt insbesondere, dass die Blétter bzw. inneren Knoten von
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T} und Ty auch Blétter bzw. innere Knoten von 7' sind, da in T nur die Paare (r,rq)
und (r,72) hinzukommen. Mithin gilt:

nr = np +np +1 (7" ist ein innerer Knoten von 7')
(mp, — 1)+ (mp, —1)+1 (nach Induktionsvoraussetzung)
(mp, +mp,) — 1

= mT—l

Damit ist die Proposition bewiesen. [ |

4.2.3 Transitive Hiille

Es sei R C A x A eine binare Relation auf A. Der transitive Join X von R ist definiert als
RM R =4 { (a,c) | (3b € A)[(a,b) € RA(b,c) € R] }

AuBerdem definieren wir auf Elementebene (a,b) X (b, ¢) =qef (a, ¢).

Definition 4.5 FEs set R C A x A eine bindre Relation.

1. Die transitive Hiille R™ von R ist definiert durch
RY =4t T(R).
2. Die reflexive und transitive Hiille R* von R ist definiert durch

R* =4t RTU{ (a,a) | a € A }.

Proposition 4.6 FEs seien R C A x A eine bindre Relation und x,y € A. Dann gilt:

(z,y) € RT
— (FkeNy)(zg,...,ap € A)[zo=azNxr=yAN M €{l,...,k})[(zi—1,z;) € R|]

(xz,y) € R
<— (FkeN)(Fxg,...,azp € A)[zo=xz Az =yAN M €{1,...,kD[(xi-1,z;) € R]]

Fiir eine beliebige binére Relation R C A x A definieren wir die Relation ~ g+ wie folgt:

T ~Rpr Y <>gef (T,y) € R* A (y,x) € R*

Proposition 4.7 Fir jede Relation R C A x A ist ~p= eine /[quivalenzrelation.
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Beweis: Ubungsaufgabe. u

Fir R C A x A und ~p~ definieren wir auf der Menge { [z]
klassen die Relation <p~ vermoge

. | 2z e AY der Aquivalenz-
R | } q

[~ SR* Yo det (7,9) € R

Damit diese Definition sinnvoll ist, muss gezeigt werden, dass die Relation <pg+ unabhéngig
von der Wahl der Repréisentanten ist.

Proposition 4.8 Fir jede Relation R C A x A und alle x,y € A gilt:

[@lpe SR Wlnpe <= (V2" € [2]p ) (W € [Y]~p)l(@,y) € R

Beweis: Die Richtung (<) ist offensichtlich. Fiir die Richtung (=) seien z’,y’ € A mit
' € [x]op und ¥ € [y]NR* gegeben. Somit gilt (z/,z) € R* und (y,y’) € R*. Wegen
@]~ pe <R [Yl~p gilt (x,y) € R*. Mit der Transitivitdt von R* folgt daraus zunéchst
(2',y) € R* und weiter (2/,y ) € R |

Proposition 4.9 Fiir jede Relation R C A x A ist ({[z]
nete Menge.

|z € A}, <p+) eine halbgeord-

~ R*

Beweis: Wir iiberpriifen die Halbordnungseigenschaften von <pg«:

1. Reflexivitit: Wegen (x,z) € R* gilt [z] <p+ [z] fiir alle z € A.

~R* ~ R*

2. Transitivitdt: Es gelte [x]~ . <p+ [y]~p. und [y]~,. <g+ [2]~,. . Mit anderen Worten
gilt (z,y) € R* und (y, z) € R*. Mithin gilt (z,z) € R* wegen der Transitivitit von
R*. Es folgt (2]~ . <R* [Y]~p -

3. Antisymmetrie: Es gelte [z]~,. <p+ [y]~p. und [yle,. <pe [2]~p.. Folglich gilt
(x,y) € R* und (y,x) € R*. Somit gilt & ~g+ y bzaw. [x]w . = [Y|~p.-

Damit ist die Proposition bewiesen. |
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Beispiel: Wir betrachten eine Relation R iiber {0,1,...,15} wie durch den
folgenden gerichteten Graphen beschrieben:

0 1 2 3
®
4 7
8 11
12 13 14 15

R* kann durch den gleichen Graphen beschrieben werden, wenn wir der Verein-
barung folgen, dass Schleifen weggelassen werden und auch Erreichbarkeitkeit
von Knoten iiber Wege, denn es gilt: (z,y) € R* <= es gibt einen Weg von
x nach y. Die farbig hinterlegten Bereiche entsprechen gerade den Aquivalenz-
klassen hinsichtlich der Erreichbarkeit im Graphen. Die roten Pfeile geben die
Halbordnung auf den Aquivalenzklassen an. Das zugehérige HASSE-Diagramm
sieht dannwie folgt aus:

{3}

{7}

{0,1,2,4,5,6} {10,11,14,15}

{8,9,12,13}

4.3 Uberabzihlbarkeit

Es seien A und B endliche Mengen. Wir wissen bereits, dass genau dann || A|| = || B|| gilt,
wenn es eine bijektive Funktion f : A — B gibt. Fiir unendliche Mengen erheben wir dies
zur Definition.

Definition 4.10 Zwei Mengen A und B heiffen gleichméchtig, falls es eine bijektive Funk-
tion f : A — B gibt.
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Beispiel: N und Z sind gleichméchtig, denn die Funktion

n/2 falls n gerade ist

f:N—)Z:nH{ —(n+1)/2 sonst

ist bijektiv mit der Umkehrfunktion

2z falls 2 >0

-1, .
f 'Z%N'Z'_){—Qz—l sonst

Definition 4.11 FEine Menge A heifit

1. abzidhlbar, falls eine surjektive Funktion f: N — A existiert;
2. abzdhlbar unendlich, falls eine bijektive Funktion Funktion f:N — A existiert;

3. tiberabzahlbar, falls A nicht abzdhlbar ist.

Beispiele:

1. Jede endliche Menge ist abzéhlbar.
2. Z ist abzéhlbar (unendlich).
3. Q ist abzihlbar (siche Ubungsblatt).

4. R ist iiberabzéhlbar, denn bereits das Intervall [0,1) = {z € R|0 <z < 1}
ist iiberabzéihlbar. Um dies einzusehen, betrachten wir die Dezimaldarstel-
lung von = € [0, 1):

x=0,dodidy... = Zdn . 10—(n+1)7
n=0

wobei d,, € {0,1,...,9} gilt fiir alle n € N. (Zu beachten ist, dass wir
fiir die Eindeutigkeit der Folge fiir x voraussetzen, dass fiir alle k£ € N ein
n > k existiert mit d,, # 9. Z.B. schlielen wir fiir 0, 50000... = 0,49999...
die letztere aus.)

Angenommen [0, 1) wire abzihlbar. Dann gibt es eine bijektive Funktion
f:N—=10,1), d.h.

f(k) =0,dpodpdr. .. =Y dip 107D
n=0

mit di, € {0,1,...,9}. Wir betrachten nun die folgende reelle Zahl
xz€[0,1):

1 falls d,, ,, gerade ist

T =def 0,bob1by ... mit by =qet { 2 falls d,, ungerade ist
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Wiren z.B. die ersten fiinf Werte von f die Briiche 1/2,1/3,...,1/6, so
ergibe sich

F(0) = 0,50000... mit doo =5
f(1) = 0,33333... mit dy ; = 3
f(2) = 0,25000... mit dyp = 0
£(3) 0,20000. .. mit dg3 = 0
f(4) = 0,16666. .. mit dy 4 = 6

und folglich = 0,22111....

Nach Definition von z gilt nun aber stets b, # d,,, fiir alle n € N. Damit
gilt = # f(n) fiir alle n € N. Folglich kann f nicht surjektiv also auch
nicht bijektiv sein. Somit ist [0, 1) {iberabzahlbar.

Version v4.21 Fassung vom 11. Februar 2016



66 Kapitel 4. Induktion

Skriptum zu Mathematische Grundlagen der Informatik



Analysis 5

In diesem Kapitel wollen wir eine Auswahl grundlegender Begriffe der reellen Analysis ein-
fithren mit dem Ziel, das Konzept der Reihenentwicklung von Funktionen in Potenzreihen
zu entwickeln.

5.1 Folgen

Eine (reelle) Folge ist eine Abbildung a : N — R. Wenn wir die natiirliche Anordnung
von N zugrunde legen, so kann a durch die Folge der Funktionswerte a(0), a(1),a(2), ...
beschrieben werden. Allgemein hat sich dafiir die Schreibweise (ag, a1, as,...) oder kom-
pakt (an)nen etabliert.

5.1.1 Rechnen mit Folgen

Fiir das Rechnen mit Folgen verwendet man typischerweise komponentenweise definierte
Operationen. Am gebréuchlichsten sind die folgenden Operationen:
e Addition: Fiir zwei Folgen (ay,)nen und (by,)pen definieren wir
(an)nGN + (bn)nGN —def (an + bn)neN'
e Multiplikation: Fiir zwei Folgen (a,,)nen und (b, )nen definieren wir

(an)nGN : (bn)nGN —def (an . bn)nGN-

Multiplikation einer Folge mit einer Konstanten ¢ € R bedeutet Multiplikation mit
der konstanten Folge (¢)pen.

e Division: Fiir zwei Folgen (ay,)neny und (by,)nen definieren wir

(an)’rLEN = ot <an>
(bn>n€N ¢ bn neN

Hierbei wird b,, # 0 fiir alle n € N vorausgesetzt.

o [ndexverschiebung abwdirts: Fiir eine Folge (an)nen definieren wir die Abwiértsver-
schiebung um k Positionen als Folge (b,)nen

(bn)nEN —def (anJrk)nEN .

Die Folge (b, )nen beginnt also mit den Folgengliedern (ag, ax11, k12, - -).
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e Indexverschiebung aufwirts: Fiir eine Folge (ap)nen definieren wir die Aufwértsver-
schiebung um k Positionen als Folge (b,,)nen

(bn)nEN —def (anfk)nEN mit Ap—k =def 0firn <k

Die Folge (by,)nen beginnt also mit den Folgengliedern (0,0,...,0,ag,aq,...).
——

k-mal

5.1.2 Konvergenz und Grenzwert

Der zentrale Begriff der Analysis ist die Konvergenz.

Definition 5.1 Es seien (an)nen eine Folge reeller Zahlen und ¢ € R.

1. Die Folge (ay)nen konvergiert gegen c, falls folgende Aussage wahr ist:
(Ve > 0) (3ng € N) (Yn > ng) [ |an —¢| <e]

Falls (an)nen gegen c konvergiert, so heifst ¢ Grenzwert von (an)nen und wir schrei-
ben lim a, = c.
n—r0o0
2. Die Folge (ap)nen heifst konvergent, falls ein Grenzwert fir (a,)nen existiert. Ande-
renfalls heif$t die Folge divergent.

Die Anndherung einer Folge an einen Grenzwert wird gemé&fl dieser Definition so ver-
standen, dass in jeder beliebig kleinen Umgebung des Grenzwertes alle Folgenglieder bis
auf eine endliche Menge von Ausnahmen (ndmlich hochstens diejenigen Folgenglieder mit
einem Index kleiner als ng) zu finden sind.

Die logische Struktur der Definitionsbildung ist einigermafien komplex und bedarf Trai-
nings in der Handhabung. Zur Ubung negiere man die formale Definition einer konvergen-
ten Folge mit allen in der vollstdndigen Definition enthaltenen Quantoren.

Bevor wir Beispiele geben, iiberzeugen wir uns von der Wohldefiniertheit des Grenzwertes.
Proposition 5.2 Der Grenzwert einer konvergenten Folge ist eindeutig.

Beweis: Wir fithren einen Widerspruchsbeweis. Es sei (ay,)nen eine beliebige konvergente
Folge. Es seien c1,cy € R Grenzwerte von (ap)nen. Angenommen c¢; # co. Dann gibt es

flir € =qef % - ler — ¢2| > 0 natiirliche Zahlen n(()l) und n(()Q) mit

(1)

o |a, —c1] < e fiir alle n > ny’ und

o |a, — co| < e fiir alle n > néQ).

Skriptum zu Mathematische Grundlagen der Informatik



5.1. Folgen 69

Somit gilt fiir N =gef max {nél),n((]2)}

le1 —co| = |e1 —an +an — 2] < |1 —an| + lay — ca] < 2e = |e1 — ea.

Dies ist jedoch ein Widerspruch. Damit ist die Annahme ¢; # ¢o falsch und die Proposition
ist bewiesen. ]

Beispiele: Wir fiihren einige Beispiele fiir die Definition 5.1 an:

e Die Folge (an)neny mit an =det n%rl konvergiert gegen 0. Dies ist wie folgt
einzusehen: Fiir € > 0 definiere ng =gt [¢71]. Dann gilt fiir alle n > nq:

|lan — 0] =

IN

n+1_n0+1:L5*1J+1 T

1_0‘ 1<1 1

e Die Folge (an)neny mit a, =got 2 konvergiert gegen 2. Dies ist wie folgt
einzusehen: Fiir ¢ > 0 definiere ny =qef 0. Dann gilt |a, — 2| = 0 < ¢ fiir
n > ng.

e Die Folge (ay,)nen mit a, =gef [V2-107]-107" konvergiert gegen v/2. Dies
ist wie folgt einzusehen: Fiir € > 0 definiere ng =get —|logg €. Dann gilt
fir alle n > ng:

V210" = [V2- 107
B 10m

R VAT

On

< 107" < 10legwoc]l < ¢

™ ist nicht konvergent. Angenommen

e Die Folge (ap)nen mit a, =ger (—1)
lim,, o0 @, = c¢. Dann gibt es fiir ¢ = % ein ng € N, sodass |a, — ¢| < %
fiir alle n > ng gilt. Dann gilt aber auch fiir n > ng:
1 2
2 =|ap — any1| = |an —c—any1+¢| < |ap — |+ |ant1 — | < §+§ =3
Dies ist jedoch ein Widerspruch. Somit existiert kein Grenzwert.

n(=D"

e Die Folge (an)neny mit ag =qef 1 und a, =qef ist nicht konver-
gent. Die Folge beginnt mit 1,1, 1, %, 1, 2—15, 1, 4—19, ... Die Begriindung fiir
die Nichtkonvergenz folgt in Analogie zum vorangegangenen Beispiel aus

|an, — any1| > % fiir alle n > 2.

Das dritte Beispiel ist bemerkenswert: Obwohl alle Folgenglieder rationale Zahlen sind,
liegt der Grenzwert v/2 der Folge nicht im Bereich der rationalen Zahlen. Nicht jede Menge
ist also abgeschlossen unter Grenzwertbildung. Die Menge der reellen Zahlen kann gerade
als die Menge aller Grenzwerte konvergenter rationaler Folgen konstruiert werden. Damit
kann gezeigt werden, dass die reellen Zahlen im Gegensatz zu den rationalen Zahlen auch
abgeschlossen unter Grenzwertbildung sind.
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Zur Bestimmung von Grenzwerten sind die folgenden Lemmata sehr hilfreich.

Lemma 5.3 Es seien (an)neN, (bn)nen und (cp)nen reelle konvergente Folgen. Dann gilt:

1. Gilt a,, < b, fiir alle n > ng und geeignetes ng € N, so gilt lim a, < lim b,
n—oo n—0o0

2. Gilt lim a, = lim ¢, = = und gilt a, < b, < ¢, fir alle n > ng und geeignetes
n—oo n—o0

ng €N, so gilt lim b, ==z
n—oo

Beweis: Die zweite Aussage folgt sofort aus der ersten Aussage. Es geniigt also die erste

Aussage zu beweisen. Es gelte lim a, = x und lim b, = y sowie a, < b, fiir alle n > ng
n—oo n—oo 1

und ein geeignetes ng € N. Angenommen es gilt 2 > y. Dann gibt es fiir ¢ = 5(z —y) > 0

natiirliche Zahlen n(()l) und n(()Q) mit

e |ay, — x| < € und folglich a,, > x — ¢ fiir alle n > n(()l)

e |b, —y| < e und folglich b,, < y + ¢ fiir alle n > n(()2)

Damit gilt fiir alle n > max {no, n(()l),ngQ)}

an—by, > —¢)—(y+e)=ox—-—y—2=0,

d.h. a,, > by,. Dies ist ein Widerspruch. Mithin gilt z < y und das Lemma ist bewiesen. B

Lemma 5.4 Es seien (ap)nen und (by)nen reelle konvergente Folgen. Dann gilt:

1. lim (an +bn) = (hm an> + ( lim bn>

n—o0 n—00 n—00

2. lim (ap - by) = < lim an> . ( lim bn>

n—0o0 n—oo n—oo

an ILm an
& nh_)ng@ <bn> = Tm b falls nh_)rr;o by, # 0 und b, # 0 fiir alle n € N
n—oo

4. lim apip = lim a, fir alle k € N
n—oo n—oo

5. lim a,_r = lim a, fir alle k € N
n—oo n—oo

Beweis: Wir beweisen die Aussagen einzeln:

1. Es gelte lim a, = und lim b,, = y. Dann gibt es fiir jedes € > 0 natiirliche Zahlen

n(()l) und ny mit

(1)

£
o |an—x|<§ﬁirallen2n0
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o b, —y| < % fiir alle n > n(()z)

Fiir n > max {nél), néQ)} gilt somit auch

5
an+bn_(x+y):’an_$+bn_y‘S‘an_x‘—i_‘bn_y‘gi"i‘ =¢£

| ™

Folglich konvergiert die Folge (ay + by )nen gegen x + y.

2. Es gelte lim a, = z und lim b, = y. Zunéchst halten wir fest, dass (ay)nen be-

schriinkt ist (siehe Ubungsblatt 9). Es gibt also ein s > 0 mit |a,| < s fiir alle n € N.

Weiterhin existieren zu jedem € > 0 geeignete natiirliche Zahlen n(()l) und n(()z) mit

o |a, —z| < g - (max{|y|,1}) " fiir alle n > n(()l)

o |b, —y| < % 57! fiir alle n > né2)

Fiir n > max {nél), né2)} gilt somit

|anbn — zy|l = lanbn — any + any — zy|
|an(bn — y) + (an — 2)y|

< lan| - |bn =yl + ly| - lan — |

g _ 9 _
< s (57 +ll- (5 - (max{lyl 1))
< €

Mithin konvergiert die Folge (anb,)nen gegen zy.

n—oo
benen Voraussetzungen zu zeigen. Es gelte also lim b, = y # 0 sowie b,, # 0 fiir alle
n—o0

-1
. Wegen der zweiten Aussage geniigt es, lim (b; 1) = ( lim bn) unter den angege-
n—oo

n € N. Wegen b,, # 0 ist b, ! stets definiert. Wegen y # 0 und da (b,)nen gegen y
konvergiert, gibt es eine natiirliche Zahl ng, sodass fiir alle n > ng

9= 1y = b+ bl < Jy = bl + bl < 2
also |b,| > hé—‘ gilt. Weiterhin gibt es fiir alle € > 0 ein n{, € N mit |b, —y| < § - |y/|*.

Fiir n > max {ng, n{} folgt somit

<eg

1_1‘: [y —bn| _ 2-|bn —yl
byl bl lyl T Jyl?

Mithin konvergiert (b, !),en gegen y~L.

n

. Es gelte lim a,r = x. Dann gibt es fiir jedes € > 0 ein ng € N mit |ap4p — x| < &
n—oo

fiir alle n > ng. Mithin gilt |a,, —z| < ¢ fiir alle n > n{, =qef no+ k. Somit konvergiert
(an)nEN gegen .
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5. Es gelte li_>m ap—k = x. Dann gibt es fiir jedes € > 0 ein ng € N mit |a,_; — x| < &
n oo

fiir alle n > ng. Mithin gilt |a,, — x| < ¢ fiir alle n > n{; =4¢f max{ng — k, 0}. Somit
konvergiert (a,)nen gegen .

Damit ist das Lemma bewiesen. [ ]

Beispiele: Folgende Grenzwerte werden mittels Lemma 5.3 und 5.4 bestimmt:

e Die Folge (an)neny mit a, =gef 2T§Zji§” konvergiert gegen % Denn es gilt:
: 17
24170 on?e(2440)  Hm 2450
im ———— = lim = S
n—oo 3n2+5 nsoon?- (34 3%)  lim 3+ 5 3
n n—00 n

e Die Folge (ap)nen mit ap =det g—i konvergiert gegen 0. Wegen 2" > n? fiir
n > 10 gilt ndmlich
2 2
1
0< lim = < lim % = lim - = 0.

n—oo 21 n—oo N n—oo n

e Die Folge (an)neny mit a, =qef /n konvergiert gegen 1. Zum Nachweis
betrachten wir zunéchst die Hilfsfolge (dp)neny mit d,, =gef (1 + /2/n)".
Dann gilt fiir n > 2 nach dem Binomialtheorem

in=3 (1)t (Vam) =1 () v+ (5) 2 =ns vanzn

n
k=0

Wir definieren Folgen (b,)nen mit by, =gef 1 und (¢, )pen mit ¢, =ger V/dp.-
Fiir n > 2 gilt

bo < an < cn = Vdy = ,n/(um)”:Hm.

Wir erhalten 1 = lim b, = lim a, = lim ¢, = 1.
n—oo n—oo n—oo

5.1.3 Oberer und unterer Grenzwert*

Definition 5.5 FEs sei (ap)nen €ine Folge reeller Zahlen.

1. Konvergiert die Folge (aTp)nen mit aTn=det Sup{am|m > n}, so heifit

lim sup a,, =gef lim a1,
n—oo

oberer Grenzwert von (an)neN-
2. Konvergiert die Folge (aln)nen mit aln=def inf{am|m > n}, so heifit

liminf a,, =gef limal.,
n—oo

unterer Grenzwert von (an)neN-
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Beispiele:
1. Fiir die Folge (an)neny mit a, =ger (—1)™ gilt
inf {ay,|m >n} =inf {-1,1} =min {-1,1} = —1
fiir alle n € N. Folglich erhalten wir linng> gf ()" =—-1.

Analog ergibt sich limsup (—1)" = 1.

(=n"

2. Fir die Folge (an)neny mit a, =qef m—— gilt
1 .
— 7 falls n gerade ist
inf {ay|m >n} = THl_
— falls n ungerade ist
n+1
fiir alle n € N. Somit ergibt sich 0 > liminf a,, > lim — =0

n—00 n—oo n 4+ 1

Analog erhalten wir 0 < limsupa,, < lim =
n—00 n—oon + 1

3. Fiir die Folge (ap)neny mit a, =qef (—1)" - n existieren weder limsup a,

n—oo
noch liminf a,,.
n—oQ
4. Ohne Beweis erwihnen wir limsupsinn = 1 und liminfsinn = —1.

n—o0 n—00

Proposition 5.6 Es sei (an)nen eine Folge reeller Zahlen.

1. —oo < liminf a, < limsup < +oco.
=22 n—00

2. Die Folge (an)nen konvergiert genau dann gegen ¢, wenn lim inf a,, = limsup a,, = c.
n—roo n—00
3. Gibt es c,d € R mit ¢ < a, < d fir alle n > ng und ein geeignetes ng € N, so
exitsieren lim sup,,_,. an sowie liminf, . a, und es gilt

¢ < liminf a,, <limsupa, <d.
=9 n—o0

Beweis: Die erste und die zweite Aussage sind einfache Ubungsaufgaben zur Vertiefung
der Begriffsbildungen.

Beim Beweis der dritten Aussage beschrinken wir uns auf den Fall des oberen Grenzwertes.
Es gelte ¢ < a,, < d fiir alle n > ng mit geeignetem ng € N. Da d somit eine obere Schranke
von {a,|n > ng} ist, existiert a T,= sup {an,|m > n} stets und es gilt a 1,< d fiir alle
n > ng. Aulerdem gilt stets a1,> atp+1. Wegen at,> a, > cfiir alle n > ng existiert auch
stets inf {a?T,, |m > n} fir alle n > ng und wir definieren s =gef nh_>ngo inf {at,, |m > n}.
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Dann gilt s = li_>m aTp= limsup a,. Dies ist wie folgt einzusehen: Fiir jedes € > 0 gibt es
n—oo

n—oo

ein n’ > ng mit at,,< s+ ¢, da anderenfalls s nicht die grofite untere Schranke wére. Da
die Folge der at, monoton fallend ist, folgt somit s < a1, < s+ ¢ fiir alle n > n/. Mithin

gilt |at, —s| < e fir alle n > n'.

Proposition 5.7 Es sei (an)nen eine Folge reeller Zahlen.

1. liminf (—a,) = —limsupa,.
W=E2 n—00

2. Gilt a, # 0 fiir alle n € N und gilt limsup a,, # 0, so gilt

n—o0

-1
liminfa,! = <lim sup an) .

R=E2 n—o0

5.2 Reihen

Zu einer Folge (a,)nen definieren wir die Reihe (sp)nen wie folgt fiir n € N:

n
Sn =def Z g
k=0

Die Folgenglieder aj, heiflen Koeffizienten.

5.2.1 Rechnen mit Reihen

Mit endlichen Reihen wird gerechnet wie mit Polynomen. Im Folgendenhalten wir fest,
wie sich komponentenweise Addition und Multiplikation von Reihen durch Operationen

auf den Koeflizienten ausdriicken:

o Addition: (Zn: ak> + <Zn: bk> = En: ar + br
k=0 k=0 k=0

n n 2n k
o Multiplikation: <Z ak> . (Z bk> = Z Zajbk—j , wobei wir hier voriiber-
k=0

k=0 k=0 \j=0

gehend apy1 = -+ = a9, = b_1 = --- = b_, = 0 annehmen. Die durch die innere
Summe beschriebene Folge von Koeffizienten wird auch Konwvolution oder Faltung

der Folgen (an)nen und (by,)nen genannt.
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5.2.2 Konvergenz von Reihen

Falls (s,,)nen konvergiert, schreiben wir

o0
E Al =def lim Sn.

n—00
k=0

o0

Ublicherweise wird die unendliche Summe Zak (also ein Grenzwert) mit der Reihe

(Sn)nen identifiziert.

k=0

Beispiele: Wir geben einige Reihen und ihre Grenzwerte an, falls sie existieren:

e Zur Folge (an)peny mit a, =ger ¢" fiir 0 < ¢ < 1 gehort die geome-
oo

Version v4.21

trische Reihe Zq". Um den Grenzwert zu berechnen, definieren wir

n=0
n

Sn =def qu . Wir wissen bereits, dass mittels vollstdndiger Induktion

k=0
gezeigt werden kann:

1— n+1
Sy = ——4 firneN
l—gq
Wegen lim (1 — q”“) =1lund lim (1 —¢q)=1-qgilt
n—oo n— o0

o0 lim (1—¢"™) 1

> "= lim sy =" T1-g

= Jim (1—q) —q
=1

) 1, denn es gilt:
“—n(n+1)
"i 1 k1) -k "i 11
Sp = = = - —
“L k(1) T & kD) ko k+1

P k P k n+2

Also folgt lim s, = 1.
n—oo
00 n+1
r .. . . . . . 1

Z — existiert nicht. Dies ist wie folgt einzusehen: Es sei s, =qet Z —.
n=1 n k=1 k

Angenommen s, konvergiert gegen c. Dann gibt es fiir ¢ = % eine natiirli-
che Zahl ng mit |s,—c| = c—s, < % Hierbei ist zu beachten, dass s, mono-
ton wachsend ist, d.h. s, < s, fiir n < m. Mithin gilt fiir m > n > nyg
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auch s, — s, < % Insbesondere erhalten wir fiir m > 2n+1>n > ng

1 W™ 1
k=n-+2
_ _n+1 S 1_n+1 :1
m-+1 = 2n + 2 2

Dies ist ein Widerspruch. Somit gibt es keinen Grenzwert fiir die Reihe.

5.2.3 Absolute Konvergenz

Die zentrale Frage fiir Reihen ist: Welche Kriterien miissen die Koeffizienten erfiillen,
damit die Reihe konvergiert? Um dieser Frage nachzugehen, fithren wir einen verschérften
Konvergenzbegriff fiir Reihen ein.

o o
Definition 5.8 Die Reihe Z an heifit absolut konvergent, falls Z lan| konvergent ist.

n=0 n=0
Klarerweise ist jede absolut konvergente Reihe auch konvergent. Die Umkehrung gilt nicht.

1
"— ist konvergent aber nicht absolut konvergent.

[e.9]
Beispiel: -1
eispie Y;O( ) -

Folgende hinreichende Kriterien kénnen fiir die absolute Konvergenz von Reihen aufgestellt
werden.

Lemma 5.9 FEs seien (ap)nen und (by)nen Folgen.

(e.e]
1. Ist Z by, absolut konvergent und gilt |a,| < |by| fir alle n > ng und ein geeignetes

n=0

o0
ng, So st Zan absolut konvergent (Majoranten-Kriterium,).

n=0

(0.0
2. Gibt es 0 < g <1 und ng € N mit {/|an| < q fir alle n > ng, so ist Zan absolut

n=0
konvergent (Wurzel-Kriterium).
(0.0
3. Gibt es 0 < g < 1 und ng € N mit |ant+1| < q - |an| fir alle n > ng, so ist Zan
n=0

absolut konvergent (Quotienten-Kriterium,).
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Beweis: Wir zeigen die Aussagen einzeln (und nehmen zur Vereinfachung ng = 0 an):

n (o]
1. Esseien s, =def Z lag| und & =gef Z |bg|. Dann gilt s,, < z. Weiterhin gilt s, < s,

k=0 k=0
fiir alle n < m, d.h. (sp)nen ist monoton wachsend. Wir definieren

S =def SUp{ sp, | n € N }.

Wegen s, < z fiir alle n € N existiert s als reelle Zahl und es gilt lim s, = s.
n—oo

Letzteres ist wie folgt einzusehen: Fiir ¢ > 0 gibt es ein ng mit s,, > s — ¢ nach
Definition von s als Supremum fiir die Menge aller Folgenglieder s,,. Da s, monoton
wachsend ist, folgt s > s, > s — ¢ fiir alle n > ng. Mithin gilt |s,, — s| < e fur alle
n > ng. Somit konvergiert s,, gegen s.

o
2. Mit /|a,| < q gilt |a,| < ¢™ fiir alle n. Folglich ist Z |ay| konvergent nach dem

n=0
Majorantenkriterium, denn es gilt
o o0 1
no_ ..
Z]an|§ Zq =1 fir0<g<1
n=0 n=0

oo
3. Mit |ant1| < q - |ayn| gilt |an] < ¢™ - |ag] fiir alle n. Folglich ist Z la,,| konvergent

n=0
nach dem Majorantenkriterium, denn es gilt

an| < q" - |lag| = ir 0 <g<
Sanl < D¢ Jaol 10 fiir 0 < g < 1
n=0 n=0 -4
Damit ist das Lemma bewiesen. []

5.3 Reelle Funktionen*

Im Folgenden betrachten wir reelle Funktionen in einer Variablen, mithin Funktionen
f: D — R mit D C R. Hierbeit ist D der Definitionsbereich von f. Hiufig interessante
Definitionsbereiche in der Analysis sind Intervalle (mit a < b):

[a,b] =qef {z€R|a<z<b} geschlossenes Intervall
[a,b) =qef {z€R|a<2z<b} rechtsoffenes Intervall
(a,b] =gt {z€R|a<z<b} linksoffenes Intervall
(a,b) =gt {z€R|a<z<b} offenes Intervall
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5.3.1 Stetige Funktionen

Stetigkeit ist eine Mindestanforderung an eine Funktion, damit sie mit den Mitteln der
Analysis behandelt werden kann. Anschaulich wird eine stetige Funktion dadurch beschrie-
ben, dass der Funktionsgraph ohne Absetzen des Stiftes gezeichnet werden kann. Die Funk-
tionswerte von nah beieinander liegenden Argumenten sollten also ebenfalls nah beieinan-
der liegen.

Definition 5.10 FEs sei f: D — R eine Funktion mit D C R.
1. Die Funktion f heifst stetig in a € D, falls
(Ve>0) (0 >0) VzeD) [|[zx—a|l|<d — |f(x)— fla)] <e]
gilt.
2. Die Funktion f heifst stetig auf D (oder einfach nur stetig), falls f fir alle a € D
stetig in a ist.
Beispiele: Die folgende Beispiele verdeutlichen die Begriffsbildung:

e Die Funktion f:R>g — R:x +— /7 ist stetig auf R>q:
— 1. Fall: f ist stetig in a = 0. Fiir ¢ > 0 wihlen wir § =gef €2, und es

gilt
Vi<Vi=Ve2=¢
fiirx <6
— 2. Fall: f ist stetig in @ > 0. Fiir € > 0 wahlen wir § =g¢f v/a - €, und
es gilt

_ |z — al - J _ Va-e <.
VERSVCIRVES SVIVEE SV

[Vz - val

| z—a
CVr+Va
fir |z —al <6
e Die Funktion f : R — R : x — |z| ist nicht stetig in a € Z, in allen
anderen a dagegen stetig:
— 1. Fall: f ist stetig in a ¢ Z, d.h., in allen a mit |a| < a < |a] + 1.
Wir withlen § =gef min{a — |a], |a] + 1 — a}, und es gilt
[lz] = la]| =0 <e

fiir |z —a| < § und alle € > 0.
— 2. Fall: f ist nicht stetig in a € Z. Fiir € = % und beliebiges 6 > 0
wahlen wir x =ger @ — %, und es gilt
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e Die als DIRICHLET-Funktion bekannte Funktion

1 fallsx €@

f:]R—HR::cr—){ 0 falls 7 ¢ Q

ist nirgends stetig.

Lemma 5.11 Eine Funktion f : D — R ist genau dann stetig in a € D, wenn fir jede

Folge (xpn)nen mit x, € D und ILm Zn = a auch ILm f(zn) = f(a) gilt.

Beweis: Wir beweisen beide Richtung der Aquivalenz einzeln.

(=): Essei f stetig in a € D, d.h., fiir jedes € > 0 gibt es ein § > 0 mit |f(z) — f(a)| < e
fir |t —a] < d und x € D. Es sei (z,)nen eine gegen a konvergierende Folge mit
x, € D fiir alle n € N. Dann gibt es ein ng € N mit |z, — a| < J fiir alle n > nyg.
Somit folgt |f(x) — f(a)| < e fur alle n > ng. Mithin gilt nh—>Holo f(zn) = f(a).

(«<): Wir zeigen die Kontraposition. Es sei f also nicht stetig in a € D, d.h., es gibt ein
e > 0, sodass fiir alle § > 0 ein z € D mit |x—a| < § existiert, fir das |f(x)—f(a)| > €
gilt. Wir definieren z,, als ein solches z fiir § = % Dann gilt fiir die Folge (2 )nen:

(a) nh_)ngo Tn=a

(b) |f(zn) — f(a)] > & > 0 fiir alle n € N

Somit konvergiert die Folge (f(z)),cy nicht gegen f(a).

Damit ist das Lemma bewiesen. []

Proposition 5.12 Es seien f,g: D — R in a € D stetige Funktionen. Dann sind auch
die Funktionen

f+g9g : D=>R : z — f(z)+g(x)
c-f - DR : z — c-f(x) firceR
fg : DR : x— f(z) g(x)
I : DR xH@ fir g(a) # 0
g g9(z)
fog : D=>R : z — f(9(x)) fiir definierte f(g(a))

stetig in a € D.

Beweis: Bis auf die Hintereinanderausfithrung (Ubungsaufgabe) folgen alle Aussagen
sofort aus Lemma 5.4 und Lemma 5.11. Exemplarisch sei dies fiir die Addition vorge-
fithrt. Sind f und g stetig in a € D, so gilt nach Lemma 5.11 fiir jede Folge (zy,)nen mit

Version v4.21 Fassung vom 11. Februar 2016



80 Kapitel 5. Analysis

lim z, =a auch lim f(z,) = f(a) und lim g(n) = g(a). Mit Lemma 5.4 folgt

n—oo n—oo n—o0

lim (f +9)(zn) = lim f(z) +g(zn) = lim f(zs) + lim g(z,) = f(a) + g(a).

n—oo

Somit ist f + g stetig in a € D. [ |

Theorem 5.13 (Weierstral) Jede stetige Funktion f : [a,b] — R besitzt in [a,b] ein
Mazimum und ewn Minimum.

Beweis: Mit f ist nach Proposition 5.12 auch —f stetig. Es geniigt mithin die Aussage
fiir das Maximum zu beweisen. Es sei f : [a, b] — R stetig auf [a, b]. Dann ist f beschriankt
auf [a, b] (siehe Ubungsblatt), d.h., es gibt ein y € R mit f(z) < y fiir alle 2 € [a, b]. Somit
existiert

s =det sup { f(z) [z € [a, ] }.

Da s die kleinste obere Schranke fiir die Funktionswerte von f ist, kénnen wir eine belie-
bige Folge (zp)neny mit f(z,) > s — % und z; # x; fir i # j betrachten. Zu dieser
Folge konstruieren wir uns nun induktiv eine Folge (I, )nen von ineinander geschachtelten

Intervallen I,, = [an, by], in denen das am weitesten links liegende Maximum vorkommt:

Io = [ao, bo] =aet [a,b]
[an_l, %*12&} falls [an_l, a””zﬁ] N{xm]|m>n}

I, = [an,by] =qet unendlich viele Elemente enthilt

|:an71 +bn71

3 , bn_l} sonst,

firn >0

Wird eine unendliche Menge A in zwei Mengen B und C mit A = B U C aufgeteilt,
so ist mindestens eine der beiden Mengen B oder C' wieder unendlich. Angewendet auf
die Intervalle Iy, I, Io,... ergibt dies, dass alle I,, unendlich sind. Dariiber hinaus gilt
I():_)Il :_DIQZ_):_)In:_)In—I—l :_) ... und

|a —b]

|an_bn| < on

Im letzten Schritt withlen wir aus jedem Intervall I, ein Element a2}, € I, N{ 2, | m >n }
aus. Fiir die ausgew#hlte Folge (2, )nen gilt 2/, € [a,b], und der Grenzwert z =ger lim 2/,
n—oo

existiert. Weiterhin wissen wir s > f(],) > s — Z, woraus

1
s= lim s— = < lim f(2}) <s,
n—00 n n—00

also le f(x!) = s folgt. Da f stetig ist, gilt mithin f(r) = s nach Lemma 5.11. Damit

ist das Theorem bewiesen. [ ]
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5.3.2 Differenzierbare Funktionen

Definition 5.14 FEine Funktion f : D — R heif$t differenzierbar in a € D, falls es ein
m € R und eine stetige Funktion r : D — R gibt, sodass fiir alle x € D

f(@)=fla)+m-(z—a)+r(z) (x—-a)

und r(a) = 0 gilt. Die Zahl m heifit Ableitung von f an der Stelle a € D; als Bezeichnung
verwenden wir f'(a) =qet M.

Durch Umstellung der Gleichung in der Definition erhalten wir

f(z) = f(a)

r—a :m+r(:c) —def fl(.%')

Da r stetig ist, gilt fiir jede Folge (x,)nen mit li_)rn xn, = a (die Schreibweise dafiir ist:
n o]

x — a) auch ILm r(x,) = 0. Damit ergibt sich die {ibliche Definition der Ableitung:
n—oo

i F@ =S
r—a T —a

Ohne Nachweis halten wir fest, dass fiir eine differenzierbare Funktion m und r eindeutig
bestimmt sind.

Beispiel: Wenigstens an einem Beispiel soll die Definition der Differenzierbar-
keit verdeutlicht werden. Wir betrachten die Funktion f : R>¢g — R: z — /.
Diese Funktion ist differenzierbar in @ > 0 und nicht differenzierbar in a = 0:

1 1 1
e Fiir a > 0 gilt f'(a) = NG mit 7(x) = NES AN Klarerweise ist

7 stetig in a und es gilt r(a) = 0.

_ 1
-V

in ¢ = 0 und mithin nicht stetig in a = 0.

e Fiir a = 0 miisste gelten m+r(z) = . Somit ist r unbeschrénkt

“[5

Proposition 5.15 Ist f : D — R an der Stelle a € D differenzierbar, so ist f stetig in a.

Beweis: Esgilt f(z) = f(a)+m-(x—a)+7r(z)- (z—a) mit r stetig in a. Nach Proposition
5.12 ist f stetig in a. Damit ist die Proposition beweisen. |
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Theorem 5.16 FEs seien f und g an der Stelle a differenzierbar. Dann gilt:

(f+9)(a) = f'(a)+d'(a) (Summenregel)
(c-f)(a) = c-f(a) firceR
(f-9)(a) = f'(a) g(a)+ f(a) ¢'(a) (Produktregel)

i , a) = f’(a) -9(a) = fla) g’(a) uotientenrege
(5) @ (9()) (Ot aiered
(fog)(a) = f'(9(a)-g'(a) (Kettenregel)

Beweis: (Produktregel) Fiir die Funktionen f und g gelte

f(@) = fla)+ fi(z) - (x—a),  g(z)=g(a) + g (2) (z —a)
mit f1(a) = f'(a) sowie g1(a) = ¢’(a). Dann gilt
f@)-g9(x) = (fla) + fi(2) - (z —a)) - (9(a) + g1(2) - (z — a))

fa)-g(a) + (fi(x) - g(a) + f(a) - g1(2) + fi(2) - 1(x) - (2 — a)) - (x — a)
= fla)-g(a) + hi(2) - (x —a)

mit hy(z) =der f1(x) - g(a) + f(a) - g1(z) + fi(z) - g1(x) - (xr — a). Da Funktion h; ist stetig
und es gilt

a

a

hi(a) = fi(a) - g(a) + f(a) - g1(a) = f'(a) - g(a) + f(a) - ¢'(a).

Somit folgt (f-g)'(a) = f'(a)-g(a)+ f(a)-¢'(a) und das Theorem ist (fiir die Produktregel)
bewiesen. m

Beispiel: Mit Hilfe der Kettenregel lédsst sich sehr einfach die Regel fiir die
Ableitung der inversen Funktion (Umkehrfunktion) herleiten. Es gilt ndmlich
f(f~Y(z)) = z. Durch Differenzieren beider Seiten der Gleichung erhalten wir
aus der Kettenregel

Mithin gilt also die Regel

Beispielsweise erhalten wir mit dieser Regel als Ableitung fiir die Logarithmus-
Funktion z + Inx aus der ersten Ableitung der Umkehrfunktion z + e”:

1 1
(Inz) = —— =

eln T T
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Theorem 5.17 (Rolle) Es sei f : [a,b] — R stetig auf [a,b], differenzierbar im offenen
Intervall (a,b) und es gelte f(a) = f(b). Dann gibt es ein ¢ € (a,b) mit f'(c) = 0.

Beweis: Nach Theorem 5.13 (Satz von WEIERSTRASS) besitzt f in [a, b] ein Maximum und
ein Minimum. Eines von beiden wird im Inneren von [a, b] angenommen. Es liege zunéichst
die Maximalstelle ¢ im Inneren von [a,b], d.h., es gilt f(x) < f(c) fiir alle x € [a,b]. Wir
zeigen, dass f'(c) = 0 gilt:

e Da f differenzierbar in c ist, gibt es eine stetige Funktion fi(x) mit
h(z)-(z—c)=f(z) - f(c) <0
fur alle z € [a, b].
e Da a < ¢ < b gilt, gibt es Stellen x1,x2 € D mit 1 > ¢ und x2 < c¢. Es folgt

fiz1) <0, fi(z2) > 0.

e Da f; stetig in c ist, gilt fi1(c) <0 (fiir x1 — ¢) sowie fi(c) > 0 (fiir x2 — ¢), mithin
fi(¢) = 0. Damit gilt f'(c) = 0.

Analog argumentieren wir fiir die Minimalstelle. Damit ist das Theorem bewiesen. [

Theorem 5.18 (Mittelwertsatz der Differentialrechnung) FEs sei f : [a,b] — R ste-
tig auf [a,b] und differenzierbar im offenen Intervall (a,b). Dann gibt es ein ¢ € (a,b) mit

f) = fla) = f'(c) - (b—a).

Beweis: Zur Funktion f definieren wir eine Hilfsfunktion g : [a,b] — R wie folgt:

f(b) = f(a)

9(x) =det f(2) = = —

(z—a)

Dann ist g stetig auf [a, b], differenzierbar auf (a,b) und es gilt g(a) = f(a) = g(b). Nach
Theorem 5.17 (Satz von ROLLE) gibt es ein ¢ € (a,b) mit ¢'(c) = 0. Wegen

J(@) = /') - O
folgt f(b) — f(a) = f'(¢) - (b — a). Damit ist das Theorem bewiesen. |
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5.3.3 Konvexe und konkave Funktionen

Definition 5.19 FEs sei f : D — R eine im Intervall D definierte Funktion.
1. Die Funktion f heifit konvex, falls fiir alle x1,29 € D und alle A € [0, 1] gilt:

fQz1+ (1= Nz2) < Af(z1) + (1= A)f(22)

2. Die Funktion f heifst konkav, falls die Funktion —f konvex ist.

Anschaulich bedeutet die Konvexitéitsbedingung, dass jede gerade Linie, die genau die
Punkte (z1, f(x1)) und (z2, f(x2)) miteinander verbindet, oberhalb der Kurve von f liegt.

Proposition 5.20 Es sei f : D — R eine konvexe Funktion. Dann gilt fir alle
Zly..., Ty € D und alle Ay, ..., A\, €[0,1] mit \y + ...+ A\, = 1 die Ungleichung

f(z&‘ﬂfz) < Z)\zf(%)
i=1 i=1

Beweis: (Induktion) Wir beweisen die Aussage mittels vollsténdiger Induktion iiber die
Anzahl n der Punkte x1,...,x, aus dem Intervall D.

o Induktionsanfang n < 2: Fiir n = 1 ist die Aussage trivial; fiir n = 2 entspricht die
Aussage genau der Konvexititsdefinition.

o Induktionsschritt n > 2: Es seien x1,...,x, € D und es gelte Ay +---+ A, = 1. Wir
unterscheiden zwei Fille:

— Fiir max{A1,...,A\,} =1 ist die Aussage trivial.

— Es gelte max{\;,...,A\,} < 1. Ohne Beeintrichtigung der Allgemeinheit sei
An < 1 maximal, d.h. 1 — A, =X + ... 4+ Ap_1 > 0. Wir setzen
A An—1

?/:defm'iﬁl—i—---—i-l_)\n'

Dann gilt y € D und weiterhin

f (Z Am) = F((1 = M\)y + Anzn)
i=1

< (T=M)f(y) + Muf(zn)  (f ist konvex)

n—1 )
= (1-M\)f (Z : _A’A x) + A f(2n)
i=1 "
n—1 s
< (=) D 7o @) + Anf(an)
i=1 "
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(nach Induktionsvoraussetzung)

Damit ist die Proposition bewiesen. [ |

Theorem 5.21 FEine differenzierbare Funktion f : D — R ist genau dann konvex, wenn
die erste Ableitung f' monoton wachsend ist.

Beweis: Wir zeigen beide Richtungen der Aquivalenz einzeln.

(<): Es sei f/ monoton wachsend, d.h. f'(z) < f'(y) fir x < y. Es seien x,21,29 € D
beliebig mit z1 < x < z2, d.h. x = Axy + (1 — )2 fiir geeignetes A. Nach Theorem
5.18 (Mittelwertsatz der Differentialrechnung) gibt es z; € (z1,x) und 23 € (z,x2)
mit

1 xI9 x
Da z1 < & < 29 gilt, folgt f'(21) < f’(22). Mithin gilt die Ungleichung
fz) = flan) _ flz2) = [(2)
T — T - XTo — X

oder quivalent dazu
(f(x) = f(z1)) - (x2 — 2) < (f(22) = f(2)) - (z — 21).
Mit 25 — 2 = A(zg — 1) und 2 — 21 = (1 — A)(22 — 21) erhalten wir die Ungleichung
(f(z) = f(z1)) - Moz — 21) < (f@2) — f(2)) - (1 = N)(z2 — 21)
oder dquivalent dazu wegen 2 — 21 > 0 die Ungleichung
(f(z) = f(z1)) - A < (flz2) = f(=z)) - (1= A).

Umstellung nach f(z) ergibt f(z) = f(x)(A+ (1 = X)) < Af(z1) + (1 — X) f(x2).
Damit gilt f(Ax1 + (1 — X)) < Af(x1) + (1 — ) f(z2) und f ist konvex.

(=): Es sei f konvex, d.h., fiir alle 21,292 € D und X € [0, 1] gilt

fl@) + (1 =N (f(z2) = f(z1)) (I)
f(@2) = A(f(22) — f(=1)) (ID)

wobel wir  =gef Ax1 + (1 — X\)z2 gesetzt haben. Wegen zo — z = A(xy — x1) und
x—x1 = (1—MN)(xg — x1) gewinnen wir die Ungleichungen

f(z) = f(x1) < f(z2) — f(21) < f(z2) — f(x)

T — T - To — X1 - XTo — X

f@) S Af(z1) + (1= N f(22) = {

)
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wobei die erste Ungleichung aus Darstellung (I) und die zweite aus Darstellung (II)
folgen. Damit gilt
f(@2) — f(x)

< lim DER T g

F(z1) = lim flz) = f(z1) < f(x2) — f(z1)

r—x] r— T Tro — I T—T2 To9o — T

und folglich f/(x1) < f'(x2) fiir 21 < x2. Mithin ist f’ monoton wachsend.

Damit ist das Theorem bewiesen. [ ]

Korollar 5.22 FEine zweimal differenzierbare Funktion f : D — R ist genau dann konvex,
wenn f"(x) >0 fir alle x € D gilt.
Beispiele: Korollar 5.22 ldsst sich recht einfach anwenden.
e Die Funktion f: R — R : z +— €” ist konvex auf R, denn
()" = (") =¢e* >0

fir alle x € R.

e Die Funktion f : Ryg — R : & — x* ist konvex auf Ryq fiir s > 1 und
s <0, denn fiir s # 0 gilt

(z%)" = (8175_1)/ =s(s—1)z*2>0

fiir alle z € R+ in den angegebenen Fillen fiir s.

e Die Funktion In : Ryg — R : z + Inx ist konkav auf R, denn

(Inz)” = <1>, 1t <0

x 22

fiir alle x € Rsg. Somit ist x — — In z konvex.

5.3.4 Ungleichungen

Mit Hilfe der Theorie der konvexen Funktionen lassen sich einige wichtige Ungleichungen
beweisen.

Lemma 5.23 (Jensensche Ungleichung) Es sei f : D — R eine konvexe Funktion.
Dann gilt fir alle x1,...,x, € D die Ungleichung

f<:lle) < %Zf(@“z‘)-
i=1 i=1
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1
Beweis: Folgt sofort aus Proposition 5.20 fiir den Spezialfall A\ = --- =\, = —.
n

Lemma 5.24 (Ungleichung fiir arithmetisches und geometrisches Mittel) Fiir
alle reellen Zahlen x1,...,x, > 0 gilt stets

Beweis: Wir verwenden, dass die Funktion x + In x konkav ist. Damit kehrt sich in der
JENSENschen Ungleichung (Lemma 5.23) die Ungleichung um und wir erhalten

Hazi = 'Zlnxi <In (nz:pz) .
=1 =1 =1

Durch Anwendung der Exponentialfunktion auf beide Seiten der Ungleichung ergibt sich

1 n X 1
< eln(nzizlxl) = ﬁ Z:L“z

=1

und das Lemma ist bewiesen. []

Lemma 5.25 (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung) Fir alle reelle Zahlen 1, ..., x,

und Y1, ..., Yn gilt stets
n 2 n n
(o) < (332) - (54)
i=1 i=1 i=1

Beweis: Wir wenden die Ungleichung fiir das arithmetische und das geometrische Mittel
(Lemma 5.24) auf die Werte

2 2
Ly Yi

xz :def n 29 y def
D T > e yz

wie folgt summandenweise an

> =3 (et ) -
;L‘ y = — = .
‘ 2 & PR B DAY

Wir erhalten folglich

m ZZ 1 LiYi <1
i=1 \/ZZ 1T \/Zz VY? \/Zz 17 \/Zz Y7
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und durch Umstellung die Ungleichung

n n n

2 2
E Ty < g x5 E Yi s
i=1 i=1 =1

woraus durch Quadrieren beider Seiten wiederum die behauptete Ungleichung folgt. Damit
ist das Lemma bewiesen. ]

5.4 Asymptotik von Folgen und Funktionen®

Im Folgenden betrachten wir nur Funktionen f : N — Ry bzw. Folgen (f(n))nen mit
f(n) > 0. Die Begriffsbildungen in diesem Abschnitte kénnen jedoch auf beliebige Funk-
tionen ausgedehnt werden.

Definition 5.26 FEs seien f,g: N — Ry Funktionen.
1. f(n) € O(g(n)) <=-der (3c>0)(Ino)(Vn = no) [f(n) < c- g(n)]

2. f(n) € Qg(n)) =aet (3¢ >0)(3no)(Vn = no) [f(n) = ¢ - g(n)]
3. f(n) €O(g(n)) <=aet [f(n) € O(g(n)) NQg(n)).

4. f(n) €o(g(n)) <=aet (Ve > 0)(3no)(Vn = no) [f(n) < c-g(n)]
5. f(n) €w(g(n)) <=dae (Ve >0)(3Fno)(Vn = no) [f(n) = c-g(n)]

Fiir die einzelnen Symbole verwenden wir folgende Sprechweisen, die die zugehorigen
Anschauungen widerspiegeln:

f(n) € O(g(n)) entspricht: ,, f(n) wichst (asymptotisch) héchstens so schnell wie g(n)*
f(n) € Q(g(n)) entspricht: ,,f(n) wichst (asymptotisch) mindestens so schnell wie g(n)“
f(n) € ©(g(n)) entspricht: , f(n) wichst (asymptotisch) genauso schnell wie g(n)*
f(n) € o(g(n)) entspricht:  f(n) wichst (asymptotisch) langsamer als g(n)*

f(n) € w(g(n)) entspricht: ,,f(n) wichst (asymptotisch) schneller als g(n)“
Bemerkungen:

1. Die iibliche Verwendung der O-Notation ist f(n) = O(g(n)). Diese Schreibweise ist
aber mit Vorsicht gebrauchen. Beispielsweise wird man héaufig in Laufzeitabschitzun-
gen von Algorithmen argumentative Ketten der Form f(n) = O(n) = O(n?) lesen.
Klarerweise gilt aber natiirlich nicht die Gleichheit der letzten beiden Mengen von
Funktionen.
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2. Offensichtlich gelten die folgenden Zusammenhénge fiir Funktionen f,g: N — R<q:

f(n) € Qg(n)) <= g(n) € O(f(n))
f(n) €w(g(n)) <= g(n) € o(f(n))

Beispiele:
1. Es gilt n + 9996 € O(n?) mit ¢ = 1 und ng = 101 (oder ¢ = 2 und
ng = 71).

2. Es gilt 100n54-200n*+n3+1.000.357n2+7n+33 € O(n®) mit ¢ = 1.000.698
und ng = 1.

3. Es gilt log"*' n € Q(log®n) mit ¢ =1 und ny = 1.

4. Es gilt n* € o(n**1), denn fiir ¢ > 0, ng =gef E—| und alle n > ng folgt:

k

k= c. k+1

[ N

‘nkgc-no-nkgc-n

5. Es gilt logn* € ©(logn**1) fiir alle k € N

6. Es gilt 3" € w(2"), denn fiir ¢ > 0, ng =qer max{0, [logz/, c|} und alle
n > ng folgt:

n no logz /9 c
ro () e (@) e () e

7. Die Funktionen max{1, (—1)" - n3} und n? sind unvergleichbar beziiglich
der fiinf Notationen.

Lemma 5.27 Es seien f,g: N — R Funktionen. Dann gilt:

1. f(n) € O(g(n)) «— 0< 1i£sgpm - .

2. f(n) €Qg(n)) — 0< n:isogp% < co.

3. f(n) €O(g(n)) < 0< hnrg'gfﬁg < liqurisotép% < o0
b S €olg) = tim T o,

5 ) cwloln) = lim 5 o
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Beweis: Wir zeigen die Aussagen einzeln:

1. Auch hier zeigen wir beide Richtungen separat.

(<): Esgelte 0 < limsup f(n)/g(n) = ¢ < oco. Dann definieren wir eine Folge (ay )nen
n—o0

bestehend aus a,, =gef sup{ f(m)/g(m) | m > n }. Da (ay)nen gegen ¢ konver-
giert, gibt es fiir ¢ > 0 ein ny € N mit |a, — ¢| < ¢ fir alle n > ng und
folglich a, < ¢+ € fiir alle n > np. Somit folgt f(n)/g(n) < a, < c+ ¢
bzw. f(n) < (c+¢€) - g(n) fir alle n > ng. Mithin gilt f(n) € O(g(n)).

(=): Es gelte f(n) € O(g(n)). Es gibt also ¢ > 0 und ng € Nmit 0 < f(n) <c-g(n)
fiir alle n > nyp. Folglich gilt 0 < f(n)/g(n) < cfiir alle n > ng. Nach Proposition
5.6 existiert limsup f(n)/g(n) und es gilt

n—oo

OglimsupM < ¢ < o0.
n—oo 9g(n)

2. Folgt aus der Aquivalenz f(n) € Q(g(n)) < g(n) € O(f(n)) und der ersten Aussage.
3. Wieder zeigen wir beide Richtungen separat.
(=): Es gelte f(n) € ©(g(n)), d.h., f(n) € O(g(n)) NQ(g(n)). Folglich gilt:
f(n) g9(n)

0 < limsup —/—= < o0, 0 <limsup=—=~ =c< o0

Nach Proposition 5.7 erhalten wir

.. f(n) ( g(n)>_1 1
liminf —= = { limsup =—=% =->0
n—oc g(n) n—oo f(n) c
und mithin
0< liminf@ < limsupM < 00
noe g(n) T nooo g(n)
(«<): Gilt 0 < liminf fn) < lim supM < 00, so folgt einerseits f(n) € O(g(n))
n—oo g(n) n—oo  g(n)

direkt. Andererseits folgt wieder wegen

-1
0 < liminf M = <lim sup g(n))

n—so g(n) n—oo f(n)

auch ligsogp% < 00, d.h., f(n) € Q(g(n)). Folglich gilt f(n) € ©(g(n)).

4. Ubungsaufgabe.

5. Folgt aus der Aquivalenz f(n) € w(g(n)) < g(n) € o(f(n)) und der vierten Aussage.

Damit ist die Proposition bewiesen. [
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5.5 Potenzreihen

Definition 5.28 FEs sei (ap)nen €ine Folge. Fine Reihe der Form

oo
Z an(x — 20)"
n=0

mit x,xy € R heifft Potenzreihe (um den Enwicklungspunkt x ).

5.5.1 Konvergenzradius

o
Theorem 5.29 Zu jeder Potenzreihe Zan(az — )" existiert eine Konvergenzradius R

n=0
mit 0 < R < oo und
(0.9)
1. Z an(x — 0)" ist absolut konvergent, falls |z — xo| < R,
n=0

(ee)
2. Z an(x — x0)" ist divergent, falls |x — x| > R.

n=0

Eine allgemeine Aussage fiir den Konvergenzradius, d.h. |z — x| = R, ist nicht méglich.

o0
Lemma 5.30 Es set Z an(x — x0)" eine Potenzreihe mit a, # 0 fir alle n € N.

n=0

[an| , s0 gilt lim 2]
|an+1] n—00 |@n 1]

(Quotienten-Kriterium).

1. Konwvergiert (oder divergiert bestimmt) =R

1 1
—, so gilt lim ——— =R
Vlan| n=o0 i/ |ay|

(Wurzel-Kriterium).

2. Konvergiert (oder divergiert bestimmit)

Hierbei ist die bestimmte Divergenz wie folgt definiert: Fine Folge (an)nen divergiert
bestimmt gegen +oo, falls gilt

(Ve > 0)(Ing € N)(Vn > ng)[a, > .

Gilt die Aussage mit ¢ < 0 statt ¢ > 0, so divergiert die Folge bestimmt gegen —oc.
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Beispiel: Die Konvergenzradien fiir folgende Potenzreihen (um den Entwick-
lungspunkt zp = 0) konnen mittels des Wurzel-Kriteriums aus Lemma 5.30
bestimmt werden:

o0
. Z x" besitzt den Konvergenzradius R = 1 mit Divergenz fiir |z| =1

n=0
o0 :L'n
° Z — besitzt den Konvergenzradius R = 1 mit Divergenz fiir x = 1 und
n
n=0
Konvergenz fiir x = —1

xn
. Z —5 besitzt den Konvergenzradius R = 1 mit Konvergenz fiir |z| = 1
n

n=0

5.5.2 Eindeutigkeit von Potenzreihen

o
Lemma 5.31 Es sei f(x) =qef Zan -x" eine Potenzreihe (um den Entwicklungspunkt

n=0

xo = 0) mit Konvergenzradius R > 0, wobei a,, # 0 fiir mindestens ein n € N. Dann gibt
eseinr € Rmit0<r <R, sodass f(z) in der Menge U, =qet { x | z € R, |z| <7 } nur
endlich viele Nullstellen besitzt.

Beweis: Bevor wir die Aussage beweisen, leiten wir eine Ungleichung her, auf der der
eigentliche Beweis basiert. Es sei N =gef min{ n | a, # 0 } < co. Dann gilt fiir jedes r mit
0 <r < R und jedes xz € U,:

e o0
for-av e = [(oves 5 )| < | 5
n=N-+1 n=N+1
> 00
< Z |an| - |z|* = Z \an| - |@| - - Ja]-|z] - ]
e e n—(N+1) Nt
oo
——
=N n—(N+1) Nt+1
o0
= |:c]N+1- Z |an|‘rn—(N+1)
n=N+1
S=def
= 5. |g/NH

Hierbei ist zweierlei zu beachten: Einmal héngt s nicht mehr von x ab und zweitens ist s
tatséchlich definiert, da wegen r < R die Reihe in jedem Fall konvergiert.

Skriptum zu Mathematische Grundlagen der Informatik



5.5. Potenzreihen 93

Wir fithren nun einen Widerspruchsbeweis, um die Aussage zu beweisen. Dazu fixieren wir
zunéichst ein 7 € R mit 0 < r < R. Wir nehmen an, dass f in jeder Umgebung U, ;. fiir alle
k € N1 unendlich viele Nullstellen besitzt. Wir betrachten eine beliebige Folge (z1)ken,
wobei zj, gerade eine Nullstelle von f in U, /. \ {0} ist. Mit obiger Abschétzung gilt damit
fiir alle k € N,

s oV > | far) — an - af| = law| - og]Y

Folglich ist |ay| < s - |xg| fiir alle £ € N4. Nun gilt aber:

r
<lavl< lims-foyf < s- lim o

Dies ist jedoch ein Widerspruch zu ay # 0. Folglich gibt es ein k € Ny, sodass f in U,

nur endlich viele Nullstellen besitzt. Damit ist das Lemma bewiesen. [ |

oo (o]
Theorem 5.32 Es seien fo(r) =qef Zan-x" und fp(r) =get Z by 2" zwei Potenzreihen

n=0 n=0
(um xg = 0) mit den Konvergenzradien R, > Ry > 0. Gibt es eine reelle Zahl r mit

0<r <Ry und fo(x) = fo(x) fir alle x mit |x| < r, so gilt an, = by, fir alle n € N.

Beweis: Wir betrachten die Funktion f =get fo — fp mit der zugehorigen Potenzreihe
o0

Z(an — by)z". Dann gilt f(z) = 0 fiir alle z mit |z| < r. Fir alle 0 < 7* < r existieren

n=0
also unendlich viele Nullstellen von f in den Mengen U,~. Nach Lemma 5.31 ist dies fiir

eine Potenzreihe mit wenigstens einem von 0 verschiedenen Koeffizienten nicht moglich.
Mithin muss a, — b, = 0 bzw. a,, = b, fiir alle n € N gelten. Damit ist das Theorem
bewiesen. ]

5.5.3 TAYLOR-Reihen

Wie koénnen wir nun Potenzreihen fiir gegebenen Funktionen bestimmen? Eine Antwort
darauf gibt die folgende Definition: Fiir eine beliebig oft differenzierbare Funktion f heifit

> £(n)

Z [ ) (@ — )"

n!

n=0
TAYLOR-Reihe von f am Punkt zq. Hierbei bezeichnet wie iiblich f(")(zq) den Wert der
n-ten Ableitung von f nach z an der Stelle z.

Beispiele: Einige wichtige TAYLOR-Reihen fiir Funktionen (ohne Begriindung
der Konvergenzradien) sind wie folgt:

o0

1

T __ e s x\ _ _x

o = gon! 2" fiir alle x € R wegen (e*) = e
n—=
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1 > 1 \™ n!
. ’,’L .. . .
° 1_m—n50$ furalle—l<x<1wegen <1_x> —m
= (1)
oln(l—i—x):g ——— 2" fir -1 <z <1 wegen In(14+0) =0
n
n=1

—1) i — 1)
und (In(1 +z))™ = ( )(1 +(n)n ) . Ein interessanter Spezialfall dieser
x

Potenzreihe ergibt sich fiir z = 1:

Z( ) :fzi'lnz—ln(lqtl):—ln2:—0,6931...
n

n
n=1 n=1

[o.¢]
Theorem 5.33 Jede Potenzreihe f(x) =gef Zan(x — x0)" mit dem Konvergenzradius
n=0

R > 0 st fir alle x mit |z — xo| < R gleich ihrer TAYLOR-Reihe.

Beweis: Wir beweisen die Aussage lediglich fiir zyp = 0. Zuné&chst halten wir fest, dass
die Ableitung der Potenzreihe von f(x)

o0 / oo oo o0
(Z i :Un) N Z (an-2") = Z”an 2l = Z(” + Daptr - 2"
n=0

n=0 n=1 n=0

den gleichen Konvergenzradius R wie die Potenzreihe von f(z) besitzt (sieche Ubungsblatt
10). Damit kénnen wir f(z) innerhalb des Konvergenzradius der Potenzreihe beliebig oft
differenzieren. Wir erhalten im Einzelnen folgende Ableitungen:

f(l') = ay + a1 + a2 x2 + ag $3 + .. 4+ an " +
f/(x) = al -+ 2(1/2 r + 3a3 1-2 + e + nan, xn—l +
f//(x) = 2a9 + 6agx + --- + n(n o l)an 22 +

f///(l’) 6as + - 4+ n(n _ 1)(n _ 2)an P
fre) = nlany +

Insbesondere gilt f(") (0) = n!- a, fir alle n € N. Durch Umstellung nach a,, ergibt sich
das Theorem. [ |
5.5.4 Rechnen mit Potenzreihen

Fine TAYLOR-Reihe direkt zu bestimmen, ist mitunter sehr aufwindig. Daher wollen wir
zum Abschluss dieses Kapitels noch einige ,, Tricks* und Methoden zur Bestimmung von
Potenzreihen exemplarisch vorfiithren.
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Summen und Produkte von Potenzreihen. Wir verwenden folgende Regeln fiir die
Summe bzw. das Produkt zweier Potenzreihen:

(Z“"'xn>+ (an'xn) = D (an+bn) 2"
n=0 n=0

n=0

<gan.x”> . (gbna:"> - i (kznzoak'b”"“> .

Die zweite Formel wird Konvolution zweier Potenzreihen genannt.

Beispiel: Wir wollen die Potenzreihe von (1 — )2 bestimmen. Dazu verwen-
den wir die geometrische Reihe und erhalten mittels Konvolution

e}

(5] &) -gee-

Durch einfache Summenbildung kénnen wir daraus folgenden Zusammenhang
zwischen Potenzreihe und Funktion herleiten:

ni:%n-x" = i(n—l—l—l)-x” (i(n-f—l ) <Z$>

n=0 n=0

1 1 T

1—-2)2 1—-z (1—x)2

Alternativ kann dieser Zusammenhang auch mittels Ausklammern und Index-
verschiebung gezeigt werden:

o o o
Zn-x":Zn-x”:x-Zn~m =x- Zn—i—l ﬁ
n=0 n=1 n=1

Substitution. Eine wichtige Methode, um neue aus bereits bekannten Potenzreihen
abzuleiten, ist die Substitutionsmethode.

Beispiel: Wir wollen die Potenzreihe von f(x) =gef (1 + 9:2)71 bestimmen.
Mit der Substitution z =4t —22 besteht die Aufgabe nun darin, die Potenzreihe
der Funktion h(2) =qef (1 — 2)~" zu bestimmen. Somit gilt also:

e Erd SEED DIV SR
n=0 n=0
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Differenzieren und Integrieren. Eine (differenzierbare und integrierbare) Funktion
f(x) ist gleich der ersten Ableitung ihrer Stammfunktion bzw. gleich der Stammfunktion
der ersten Ableitung. Somit kénnen wir die gleichen Operationen fiir die zugehorigen
Potenzreihen durchfithren und erhalten eine Potenzreihe fiir die Funktion f.

Beispiel:
1. Angenommen wir mochten wissen, welche Funktion f(z) zur Potenzreihe
(o0}
Z(n—i— 1)-z" gehort (ohne die Antwort bereits zu kennen). Dann kénnten
n=0

wir zunéchst die Stammfunktion F'(x) durch koeffizientenweises Integrie-
ren bestimmen:

Fla) — /f(x)dxz/(i)(n—l—l)-x") d:vzi_o:o/(n—l—l)-x"d:n

oo o T
— 2 xn+1 - - § :mn — (1 )
n=0 n=0 t
Wenn wir nun F(z) wieder differenzieren, erhalten wir:

T >’:1-(1—x)—a;-(—1)_ 1

1—=x o

f(x):F(x):< (1—%)2 (1_1,)2

2. Wir wollen die Potenzreihe von f(x) =get arctan z bestimmen. Wir bilden
zunéichst die Ableitung von f(x) mittels der Ableitungsregel fiir inverse

Funktionen (h*l)/ (z) = W) In unserem Fall miissen wir also
zusitzlich die erste Ableitung der Tangensfunktion bestimmen:

= 5 = 1—{—tan2x
CcOoS* X

. ! .
sin :U) sin® z + cos? x

(tanz)" = (

Somit folgt:

COS T

1 1
/ = t / = =
fz) = (arctanz) 1+ tan?(arctanx) 1+ 22

Mithin ergibt sich (aus obigem Beispiel):

o

Py = 3=

n=0

Durch Integration erhalten wir schliellich die Potenzreihe:

flz) = /f’(x)dxz/(Z(—l)"xzn) dm:Z(—l)"/xznda}
n=0 n=0
oo _1)” .
- Z Z(n 4—) 1 at

n=0
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Inbesondere ergibt sich fiir x = 1 eine einfache Reihe zur (approximativen)
Berechnung der Zahl =:

o0
- (—1) 1 1 1 1 1
Z —arctanl = R
g areat nZ:OZrH—l 35Ty 7ot

Potenzreihen haben vielfdltige Anwendungen in der Numerik. Funktionen ohne geschlos-
sene Darstellung konnen vielfach durch Potenzreihen approximativ behandelt werden.

Beispiel: Das GAUSS ’sche Fehlerintegral dient der Beschreibung der Normal-
verteilung und ist definiert als:

2 X
(I)(CL') —def ﬁ/ e_tzdt
—00

Das verwendete Integral kann nicht geschlossen als Stammfunktion dargestellt
werden. Durch Verwendung der Potenzreihe

67t2 _ ii‘ . (_t2)n _ i (_nl')n -t2n

n=0 n=0

erhalten wir aber eine Darstellung von ®(z) als Potenzreihe:

2 N D L. 2 - 1) n
(P‘”:ﬁ/(gm) )dzfz(@)m h
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Lineare Algebra

In diesem Kapitel fithren wir kurz in die Grundbegriffe der linearen Algebra ein.

6.1 Lineare Raume

6.1.1 Vektorraume

Definition 6.1 FEin linearer Raum ist eine Menge V' mit zwei Funktionen (Operationen)
+ : V xV — V (Vektoraddition) und - : R x V. — V (skalare Multiplikation), sodass
folgende Figenschaften erfillt sind:

1. Fiir alle u,v,w € V gilt (u+v) +w =u+ (v+ w)

2. Es gibt eine eV, sodasse+v=v+e=v firaleveV gilt.
3. FiralleveV gibteseinueV mitv+u=u+v=e.

4. Fir alle u,v € V gilt u+v =v+ u.

5. Fir allea,be R undv eV gilt (a+b)-v=a-v+0b-v

6. Fir allea € R undv,w eV gilt a- (v+w)=a-v+a-w

7. Fir alle a,be R undv eV gilt (a-b)-v=a-(b-v)

8. FiraleveV giltl-v=v

Die Elemente von V' heifien Vektoren; die Elemente von R heiflen Skalare.

Die ersten drei Eigenschaften der Definition etablieren (V) +) als Gruppe. Zusammen mit
der vierten Eigenschaft wird (V,+) zur abelschen Gruppe.

Beispiele: Die folgenden Menge mit den geeigneten zugehorigen Operationen
bilden lineare Rdume:

e R™ fiir n € N mit komponentenweiser Addition und Multiplikation mit

Konstanten:
U1 w1 V1 + wi avy
V9 w9 V2 + wo av2
V+w = . + . = . sowile a - v =
Un, W, Un, + Wp, aVp,
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n
e Die Menge aller Polynome Zai -z’ vom Grad < n, a; € R mit der

=0
iiblichen Addition und Multiplikation von Konstanten:

(i a; - xz> + <i b; - :BZ> = i(ai +b) -2 sowie
i=0 i=0

i=0

n n
cg a;-x* = E (c-a;)-x*

=0 i=0

e Die Menge aller konvergenten Folgen mit komponentenweise Addition und
Multiplikation mit Konstanten

e Die Menge aller (formalen) Potenzreihen

Definition 6.2 Es seien V ein linearer Raum und () # W C V. Dann heifst W linearer
Unterraum (von V'), falls fir alle v,w € V und a € R folgende Bedingungen erfillt sind:

1. Sind v,w € W, so ist v+w € W (Abgeschlossenheit unter +)

2. IstveW, soista-veW (Abgeschlossenheit unter -)

Die Benennung einer Teilmenge W von V', die die beiden obigen Eigenschaften erfiillt, als
Unterraum ist plausibel.

Proposition 6.3 Jeder lineare Unterraum eines linearen Raumes ist ein linearer Raum.

Beweis: Offensichtlich durch Uberpriifung der Eigenschaften eines linearen Raumes.

Beispiele: Folgende Mengen bilden Unterrdume in den entsprechenden linea-
ren Rdumen:

e R? x {0} ist ein Unterraum von R3, denn es gilt

U1 w1 U1 + Wy U1 avy

vo | + [we | = | va+ we sowie a- |vo | = | ave

0 0 0 0 0
—— —— —— —— N——
eR?x{0} €eR2x{0} eR2x{0} eR?x{0} €R2x{0}

e Die Menge der Polynome vom Grad m ist ein Unterraum in der Menge
der Polynome vom Grad n > m, denn

(i a; - x’) + (i b; - x2> = zmj(ai +b;) - x und
i=0 i=0 i=0
ciai-xi = i(c'ai)-xi
i=0 j
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sind wieder Polynome vom Grad m.

6.1.2 Erzeugendensystem und Basis

Definition 6.4 Es seien V ein linearer Raum und vy,...,v, € V Vektoren. Der Vektor
w € V heift Linearkombination von vy, ..., vy, falls A,..., A\, € R existieren mit

W=\ v+ -+ Ay Up.

Die Menge aller Linearkombinationen von vy, ..., v, heift lineare Hiille (engl. span) von
V1, ..., Uy und wird mit span{vy,...,v,} bezeichnet.

Proposition 6.5 Es seien V' ein linearer Raum und vy,...,v, € V Vektoren. Dann ist
die lineare Hiille von vy, ...,v, ein linearer Unterraum von V.

Beweis: Wir miissen zeigen, dass span{vi,...,v,} abgeschlossen unter Addition und
skalarer Multiplikation ist. Es seien w,w’ € V Vektoren mit w = Ay -vy + -+ Ay, - v, und
w' =N -v1+ -+ X\, - v,. Dann gilt

whw = A vt e X) v € spanfun. v}

cow = (A1) v+ +(cAn) - v € span{vy, ..., v, }
Damit ist die Proposition bewiesen. [
Definition 6.6 Es sei V' ein linearer Raum. Eine Menge von Vektoren vy,...,v, € V

heif$t Erzeugendensystem von V', falls spanf{vy,...,v,} =V gilt.

Beispiele: Die folgenden Vektoren bilden Erzeugendensysteme in den jeweili-
gen linearen Rdumen, d.h. ihre lineare Hiille spannt immer gerade den gesamten
Raum auf:

e Fiir V =R2 und die Vektoren

=) o= (0) ()

gilt span{vy, ve,v3} = R2, denn fiir 21,75 € R gilt:
I . 1 0 1
() = o)+ (3) 0 ()
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e Fiir V =R2 und die Vektoren

=) ()

gilt span{vy, vo} = R?, denn fiir 21,75 € R gilt:
T\ _ (P2 w1y (-1 T, ray (1
<x2>_(2 2) <1>+<2+2) (1)

Definition 6.7 Es seien V ein linearer Raum und vy, ...,v, € V. Vektoren. Dann heiffen
v1,...,U, linear unabhéngig, falls fir alle A\1,..., A\, € R gilt:

Ist \i - v1+---+Xp-v,=0,50smd ==X, =0
Hierbei steht O fir das neutrale Element von V' (Nullvektor).
Mit anderen Worten: Sind die Vektoren vy, ..., v, linear abhéngig, so gibt es einen Vektor

v;, der in der linearen Hiille von {v1,...,v;—1,vit1,...,v,} liegt. Dies kann man sehr leicht
einsehen: Angenommen die Gleichung Ay -vy+- -+ Ay, - v, = 0 ist auch mit Ay # 0 moglich,

dann folgt
o= (222) o (22
1= )\1 2 )\1 n

d.h. vy ist eine Linearkombination von ws,...,v,. Das Argument 1488t sich natiirlich auf
jeden Vektor v; mit A; # 0 verallgemeinern.

Beispiele: Folgende Vektoren verdeutlichen die Definition der linearen Unab-
hiingigkeit im Raum V = R?:

e Die Vektoren v; = <(1)) , Vg = <(1)> und vy = (i) sind linear abhéngig,

e e (-0

e Die Vektoren vy = <(1)) und vy = <1> sind linear unabhéngig, denn aus

v (o) o (1) = )

folgt A1 + A2 = 0 und Ao = 0. Damit gilt \; = Ao = 0.

denn es gilt:

Definition 6.8 Es seien V' ein linearer Raum und {v1,...,v,} ein Erzeugendensystem
von V. Dann heifit die Menge {vy,...,v,} Basis von V, falls v1,. .., v, linear unabhdingig
sind. Die Anzahl der Vektoren einer Basis heifst Dimension von V' und wird mit dim (V)
bezeichnet.
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Zur Wohldefiniertheit der Dimension merken wir ohne Beweis an, dass jede (endliche)
Basis von V die gleiche Anzahl von Vektoren besitzt.

Beispiel: Als Vektorraum betrachten wir den R2.

0
1
Erzeugendensystem und damit keine Basis

e Die Menge der Vektoren <(1)), ( ) und (D ist ein linear abhéingiges
i 1 0. . .. I
e Die Menge der Vektoren 0 und 1 ist ein linear unabhéngiges FErzeu-

gendensystem und damit eine Basis. Mithin ist dim(R?) = 2.

e Die Menge der Vektoren <(1)> und (1) sowie die Menge der Vektoren

(2) und (1) sind ebenfalls Basen von R2.

6.1.3 Euklidische Raume

Im Folgenden interessieren wir uns fiir eine spezielle Klasse von Basen gegebener Vektor-
rdume. Dazu fithren wir den Begriff des Skalarproduktes ein, welches eine Abstraktion des
Winkelkonzeptes zwischen Vektoren darstellt. Da der Schwerpunkt in diesem Kapitel nicht
auf der geometrischen Interpretation linearalgebraischer Konzepte liegt, gehen wir auf die
Winkelinterpretation nicht ndher ein.

Definition 6.9 Es seien V' ein linearer Raum. Eine Abbildung (-,-) : V. x V — R heifst
(euklidisches) Skalarprodukt, falls fir alle u,v,w € V und a € R gilt:

1. (v,w) = (w,v) (Symmetrie)
2. (a-v+w,u) =a- (v,u) + (w,u) (Linearitdt)
3. (v,v) >0 und (v,v) =0 <= v =0 (positive Definitheit)

Ein linearer Raum mit einem Skalarprodukt heifit euklidischer Raum. Vektoren v und w
in einem euklidischen Raum mit (v, w) = 0 heiffen orthogonal.

Proposition 6.10 Es sei V ein euklidischer Raum. Sind zwei Vektoren v,w € V \ {0}
orthogonal zueinander, so sind sie linear unabhdngig.

Beweis: Wir beweisen die Kontraposition der Aussage. Es seien also v,w # 0 linear
abhéngige Vektoren, d.h. es gibt A\, A2 # 0 mit A; - v + Ay - w = 0. (Eigentlich diirfen
wir nur voraussetzen, dass nur eines der \’s verschieden von 0 ist, da wir aber nur zwei
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Vektoren betrachten, ist das andere A somit auch stets verschieden von 0.) Damit gilt also
= (—A2/A1) - w und wir erhalten

(v, w) = ((=X2/A1) - w,w)

= (w, w) (Linearitat von (-, -))
1
# 0 (A1, A2 # 0 und (w,w) > 0 wegen w # 0)
Damit sind v und w nicht orthogonal und die Proposition ist bewiesen. |
U1 w1
Beispiel: Im R? ist fiir Vektoren v = [ vo | und w = | wo | das Standards-
U3 w3

kalarprodukt definiert als:
(v, W) =qer VIWI + V2W2 + V3W3

Die Uberpriifung der Axiome fiir Skalarprodukte ist eine Ubungsaufgabe. All-
gemein ist das Standardskalarprodukt im R"™ fiir Vektoren v, w € R™ gegeben

durch
n
(v, W) =def § VW;.
i=1

Mit Hilfe des Skalarproduktes kann in einem euklidischen Raum die Norm (Lénge) ||v|]
eines Vektors v € V definiert werden:

[0l =qet v/ {v,0)

Lemma 6.11 (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung) FEs sei V' ein euklidischer Raum.
Dann gilt fir alle Vektoren v,w € V' die Ungleichung

(v, w) < |Jo| - [Jwl]|-

Beweis: Ist einer der Vektoren der Nullvektor, so gilt die Ungleichung trivialerweise. Es
seien also v,w € V'\ {0}. Weiterhin sei A € R ein beliebiger Skalar. Dann gilt:

0 (v — )\w, v — Aw) (positive Definitheit von (-, -))
= (v,v — Aw) — Mw,v — w) (Linearitét von (-, -))
(v —Aw,v) — Av — \w, w) (Symmetrie von (-, -))
(v,v) — Mw,v) — Mo, w) + X (w, w) (Linearitat von (-, -))

= (v,v) — 2\(v, w) + \*(w, w) (Symmetrie von (-, -))
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Durch Umstellung erhalten wir somit die Ungleichung
2M (v, w) < (v,v) + A (w, w).

(v, w)
(w, w)

Wihlen wir A =gef (was wegen w # 0 moglich ist), so ergibt sich daraus

und mithin die Ungleichung
(v,w)* < (v,0) - (w,w) = o] - [Jw]®.
Hieraus folgt die gewiinschte Ungleichung und das Lemma ist bewiesen. |

Fiir den Fall des Standardskalarproduktes nimmt Lemma 6.11 genau die Form von Lemma
5.25 aus dem Kapitel ,,Analysis“ an.

Definition 6.12 Es sei V ein euklidischer Raum. B = {v1,...,v,} sei eine Basis von V.

1. B heifit Orthogonalbasis von V', falls (vj,v;) = 0 fir alle j,k mit j # k gilt.

2. B heifst Orthonormalbasis von V, falls B eine Orthogonalbasis ist und ||v|| =1 fir
alle v e B gilt.

Beispiele: Wir betrachten wieder den R? mit dem Standardskalarprodukt.

1 0 1
° o)],(1],11 ist eine Basis aber keine Orthogonalbasis
0 0 1
2 0 0
° O,11],10 ist eine Orthogonalbasis
0 0 1
1 0 0
. o),11],[-1 ist eine Orthogonalbasis
0 1 1

Keine der Basen ist eine Orthonormalbasis.

6.2 Lineare Abbildungen

In diesem Abschnitt interessieren wir uns fiir bestimmte Abbildungen f : R™ — R™. Eine
solche Abbildung f nennen wir linear, falls wir die Funktion in der Form f(z) = A -«
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schreiben kénnen, wobei A € R"™*" eine Matrix und « € R™ ein Vektor (eine einspaltige
Matrix) ist. Das Produkt A - B zweier Matrizen A € R™™ und B € R™*™ ist definiert als
die Matrix C' € R®*™ mit den Eintrigen

m
Cij =def E aikby;.
k=1

6.2.1 Koordinatentransformation und inverse Matrizen

Eine typische Anwendung linearer Abbildungen ist die Koordinatentransformation. Wir

betrachten dabei vereinfachend den R™ und die Vektoren w,vy,...,v, € R™. Ist w eine
Linearkombination von vy, ..., v,, d.h. gilt w = Ay -v1 + - -+ Ay - vy, so ldsst sich dies wie
folgt ausdriicken:

wy Vil V21 ... Und A1

wy | | V12 V2 ... Up2 A2

Wn, Uln VU2n ... Unn An
Die Werte Ay, ..., A, heiflen Koordinaten von w beziiglich der Vektoren vy, ..., vy.
Damit stellt sich als prinzipielle Frage, wie zu gegebenen Vektoren aq,...,a, € R" fiir

beliebige w € R™ die Koordinaten bestimmt werden konnen. Wir formulieren dieses Pro-
blem wie folgt in ein Problem fiir Matrizen um. Ausgehend von der Gleichheit w = A - u,
wobei A die wie oben aus den Vektoren ay,...,a, gebildete Matrix und u ein Vektor der
Koordinaten sind, bestimmen wir, falls dies moglich ist, eine Matrix B € R™ ™ mit der
Eigenschaft B - A = I, wobei I € R"*" die Finheitsmatriz im R ist:

1 0 ... 00
01 ... 00
I= o : o
00 ... 10
00 ... 01

Damit gilt dann unter Ausnutzung der Assoziativitdt der Matrizenmultiplikation:
B-w=B-(A-u)=(B-A)-u=1-u=u

Mit der Kenntnis der Matrix B, die in einem gewissen Sinne die zu A inverse Matrix
darstellt, hdtten wir das Problem der Koordinationberechnung gelost.

Beispiel: Wir betrachten den linearen Raum R?. Zunichst wollen wir die

. . 1
inverse Matrix von <1 1

b 1)e=( )
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in eine Gleichung

bu b) (10}
ba1 b2 - \0 1

fiir geeignete by, b12,bo1 und boo umwandeln. Dazu schreiben wir die Matri-
zen nebeneinander und versuchen durch GAuss-Elimination die Einheitsmatrix
von der linken auf die rechten Seite zu bringen:

10 1 -1
01 1 1

<_11 (1) (1) _21> (Ziehe Zeile (1) von Zeile (2) ab)
<_11 /2 1(/]2 é _11> (Multipliziere Zeile (2) mit 1/2)
<_11//22 ig (1) ?) (Addiere Zeile (2) zu Zeile (1))

-1
— 1 ..
Damit gilt (i 11> =3 <_11 1) Zur Uberpriifung rechnen wir nach:

2 (G) G )26 2)=0Y)

Als zweites Beispiel wollen wir einsehen, dass eine inverse Matrix nicht immer

existieren muss. Dazu betrachten wir die Matrix . Zur Berechnung der

1 2
2 4
inversen Matrix miissen geeignete reelle Zahlen a, b, c,d € R existieren mit

G0 eD=01)

Insbesondere muss also a + 2b = 1 sowie 2a + 4b = 0 gelten, was nicht moglich
ist. Mithin gibt es keine inverse Matrix.

Definition 6.13 Es sei A € R™*" fiir m,n € Ny eine Matriz.

1

%

Co

[ T N

Version v4.21

A heifst quadratisch, falls m = n gilt.

je{l,...,m}und k € {1,...,n} gilt.

A AT=A1.A=1
A heifit symmetrisch, falls A = AT gilt.

A heifit orthogonal, falls A=t = AT gilt.

. AT € R™™ heifit die zu A transponierte Matriz, falls aj, = (a¥)g; fir alle

. A heifit invertierbar, falls A quadratisch ist und eine Matriz A~ existiert mit
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1 _
Beispiel: Die Matrix — - (1 1) ist orthogonal, denn:
V2 1

A0 ) mE G )66

6.2.2 Determinanten

Definition 6.14 Die Determinante einer Matriz A € R™*" ist definiert durch
n
det(A) =qef Z sgn(m) - Ham(i).
TESh =1

Hierbei stehen:

e S, fir die Menge der Permutationen (Bijektionen) 7 :{1,...,n} — {1,...,n},
o sgn(m) =qef (—1)IF@I fiir das Vorzeichen von m mit

o F(m) =4t { (Jsk) | J < kEAT(j) > w(k) }, d-h., F(m) ist gerade die Menge der
Fehlsténde der Permutation .

Beispiele: Die Determinante einer 2 x 2-Matrix ergibt sich wie folgt:

a a
det < 1 12) = (+1) - a11a922 + (—1) - 12021

a1 a22
m(13) (1)

Fiir eine 3 x 3-Matrix erhalten wir als Determinante:

a1 a2 a13
det asy ago ags
a3l as2 as3
= (4+1) - ar1a22a33 + (+1) - a12a23a31 + (+1) - arzaziasz +

g

m=(133) =(331) =(313)
+(—1) - ar1a3azz + (—1) - arzageas; + (—1) - a12a21a33
m=(133) =331 ) m=(313)
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Im Allgemeinen sind n! Produkte von Matrixeintragen zu bestimmen. Das folgende Theo-
rem gibt einen wichtigen Spezialfall von Matrizen an, fiir die die Determinante sehr einfach
zu berechnen ist.

Theorem 6.15 Es sei A € R™*" eine Matriz in oberer Dreiecksform, d.h.

air @12 ...  Qip—1 Q1n
0 a2 ... ayp azn
A= :
0 0 ... Gu-1n-1 Gn-1n
0 o ... 0 Ann,

bzw. aj, =0 fiir alle j,k mit j > k Dann gilt:

n
det(A) = H (0773
=1

Beweis: Es sei m € S, eine Permutation mit 7(j) < j fiir ein j € {1,...,n}. Dann gilt
ajx(j) = 0 wegen der oberen Dreiecksform der Matrix A. Somit gilt

H ai’ﬂ(i) = O
=1

Die einzige Permutation, die obige Eigenschaft nicht besitzt, ist die Identitdt = = id,,.
Insgesamt folgt damit

det(4) = >~ sga(m) - [T airi) = [T 0
=1

TESK i=1

und das Theorem ist bewiesen. []

Aus dem Beweis wird deutlich, dass das Theorem 6.15 auch fiir Matrizen in unterer Drei-
ecksform gilt. Weiterhin gibt uns Theorem 6.15 die GAUSs-Elimination als Verfahren an
die Hand, um die Determinante einer Matrix schneller als gemifl der Definition berechnen
zu konnen. Folgende Regeln sind dabei zu beachten:

e Entsteht eine Matrix A’ aus A durch Addieren des z-fachen von Zeile (k) zu Zeile

(j) mit j # k, so gilt:
det(A’) = det(A)

e Entsteht eine Matrix A’ aus A durch Vertauschen von Zeile (k) und Zeile (j) mit

j # k, so gilt:
det(A’) = —det(A)
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e Entsteht eine Matrix A" aus A durch Multiplikation von Zeile (j) mit 2 # 0, so gilt:

det(A") = x - det(A)

Theorem 6.16 Es scien A, B € R™"*"™. Dann gilt:
1. A ist invertierbar <= det(A) # 0

2. det(A - B) = det(A) - det(B)
3. det(A™1) = det(A)~!, falls A invertierbar ist

Beweis: (Nur dritte Aussage) Es sei A eine invertierbare Matrix. Nach Theorem 6.15
und der zweiten Aussage gilt

1 =det(I) =det(A ' A) = det(A™1) - det(A).

Nach der ersten Aussage ist det(A) # 0 und wir kénnen die beiden #ufieren Ausdriicke
durch det(A) teilen. Mithin gilt det(A~!) = det(A4)~! und die dritte Aussage des Theorems
ist bewiesen. [ |

6.3 Hauptachsentransformation*

Betrachten wir eine lineare Abbildung f : V — V : x — Ax im linearen Raum V', so héingt
die Matrix A von der Wahl der Basis in V' ab.

Beispiel: Zuniichst betrachten wir im linearen Raum V = R? die Basis

=) O}

sowie die Abbildung f:V — V : 2+ My - ¢ mit der Matrix M4 € R?>*?

1 3 1
M =qef 3 <1 3>

Wihlen wir nunmehr im R? die Basis

e {()-(2)

Dann ist die lineare Abbildung f von oben jetzt gegeben durch die Zuordnung
y — Mp -y mit der Matrix
2 0
Mp =get <0 1>
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Wieso ist das der Fall?

Wir wissen bereits aus dem letzten Abschnitt: Ist z € V' ein Vektor beziiglich
der Basis A, so entspricht x dem Vektor

(Y Ly
Y =def 1 1 $—2 1 1 x

——
B=get

beziiglich der Basis BB, wobei die Spalten der Matrix B gerade aus den Vektoren
der Basis B bestehen. Somit muss die Gleichung

My-z=B-(Mg- (B -2))=(B-Mg-B™') x

fir alle € V gelten. Dies ist jedoch dquivalent zu My = B - Mg - B~}
bzw. B~!- My - B = Mg. Mithin ergibt sich:

()66
)G

Mg =

Il
N
S oo
= O
N———

Die im Beispiel angegebene Matrix hat eine besonders einfache Struktur, da lediglich auf
der Diagonalen der Matrix Werte, die verschieden von 0 sind, auftreten. Im Folgenden
beschéftigen wir uns mit einem Verfahren—der Hauptachsentransformation—, mit dem wir
zu einer gegebenen Matrix eine solche Diagonalmatrix sowie die zugehorige Basis bestim-
men konnen. Zur Vereinfachung werden wir uns auf den Fall symmetrischer Matrizen
beschranken. Von grundlegender Bedeutung fiir dieses Verfahren sind die Begriffe Eigen-
wert und Figenvektor.

6.3.1 Eigenwerte und Eigenvektoren

Definition 6.17 Es sei V' ein linearer Raum mit dim(V') = n beziglich einer beliebigen
Basis. Weiterhin sei f : V. — V 1z +— A-x eine lineare Abbildung. Fin Vektor v € V \ {0}
heifit Eigenvektor zum Eigenwert A\ € R, falls gilt:

A-v=M\wv
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Beispiel: Wir betrachten wiederum den linearen Raum V = R? mit der Basis

=) O}

sowie die Abbildung f:V — V : 2+ A -z mit der Matrix A € R?*?
1 /3 1
Dann ist

° <i) ist Bigenvektor zum Eigenwert 2. Zur Uberpriifung:

o (3) ()= (2)=>()

—1 ..
. ( 1 ) ist Eigenvektor zum Eigenwert 1. Zur Uberpriifung:

L6~ ()

Definition 6.18 FEs sei V' ein linearer Raum mit dim(V') = n beziiglich einer beliebigen
Basis. Weiterhin seien f :' V. — V 1 x — A -z eine lineare Abbildung sowie A € R ein
Eigenwert von A. Dann heifit

E)\(A):def{UEV|A'U:)\~’U}

der Eigenraum wvon .

Proposition 6.19 Der Eigenraum E)(A) ist ein Unterraum von V.

Beweis: Es seien vq,vy € Ey(A) zwei Vektoren sowie a € R ein Skalar. Dann gilt
A~(’L)1—|—U2):A-U1+A.U2:/\-Ul—|—>\"U2:)\'(U1+U2)

Mithin gilt v; + vo € E)\(A). Somit ist E)(A) abgeschlossen unter Addition. Weiterhin
erhalten wir

A-(a-vn)=a-(A-v)=a-A-vi=X(a-v1)

Mithin gilt a - v; € E\(A). Somit ist Ey(A) auch abgeschlossen unter Multiplikation mit
Skalaren. Folglich ist E\(A) ein linearer Unterraum von V. ]

Bemerkungen: Wir fithren einige erginzende Anmerkungen an:

e Jeder Vektor v € E)(A) \ {0} ist Eigenvektor zu .
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e Der Nullvektor 0 erfiillt stets A-0 = X\ -0 und wird deshalb als Eigenvektor ausge-
schlossen.

e F\,(A)NE),(A) = {0} fir Eigenwerte A1, A2 mit A\; # Ao.

Definition 6.20 Es sei V' ein linearer Raum mit dim(V') = n beziiglich einer beliebigen
Basis. Weiterhin seien f : V. — V : x — A - x eine lineare Abbildung sowie A € R ein
FEigenwert von A. Dann heifit dim (E)(A)) die geometrische Vielfachheit von .

6.3.2 Charakteristisches Polynom

Die Frage ist nunmehr: Wie bestimmen wir die Figenwerte einer Matriz? Dazu betrachten
wir folgende Herleitung (in Form einer Folge von Aquivalenzen). Gegeben sei ein Matrix
A € R™™, Dann gilt:

A ist Eigenwert von A <= esgibteinv e V\ {0} mit A-v=X-v
<= esgibtenveV\{0}mitA-v—-X-v=0
< esgibteinve V\{0} mit (A—A)-v=0
e det(A— ) =0

Die letzte Aquivalenz folgt aus der Charakterisierung der Existenz einer inversen Matrix
zu A — A\I. Kénnten wir ndmlich die Matrix A — A\I invertieren, so wére die einzige Losung
der Gleichung (A — AI) - v = 0 der Nullvektor v = (A — A\I)~! - 0 = 0. Diesen hatten wir
aber gerade ausgeschlossen.

Definition 6.21 Es sei A € R" " eine Matriz. Dann ist

all — & a1 coo A1n
asy as — T ... aon
paA(x) =qef det(A — xI) = det
[07°% ] An2 cee Qpp — X

ein Polynom vom Grad n, dessen Nullstellen A € R die Figenwerte von A sind. Das
Polynom p4 heifst charakteristisches Polynom wvon A. Die Vielfachheit einer Nullstelle
heif$t algebraische Vielfachheit.

Beispiel: Wir greifen wieder auf den linearen Raum V' = R? sowie die Matrix

1 3 1
A—def2'<1 3)
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zuriick. Dann gilt:

det(A —zI) = det (3/2—;5 1/2 )

1/2 3/2—x
3 3 11
= 7—$ . 7—$ —_—— —
2 2 2 2
1
= 2% -3 +2
— (r-2)—1)

Die Matrix hat also das charakteristische Polynom pa(z) = 22 — 3z + 2 (in
expandierter Form) bzw. pa(z) = (z — 2)(z — 1) (in Nullstellenform). Damit
sind die Eigenwerte der Matrix die reellen Zahlen 1 und 2 jeweils mit algebrai-
scher Vielfachheit 1.

6.3.3 Hauptachsentransformation fiir symmetrische Matrizen

Im Folgenden schrinken wir uns auf den einfachen Fall symmetrischer Matrizen ein. Dafiir
gibt es vor allem zwei vereinfachende Griinde:

1. Fiir die Eigenwerte einer beliebigen Matrix gilt, dass die geometrische Vielfachheiten
hochstens so grof} wie die algebraische Vielfachheiten (aber auch kleiner) sein kénnen.
Bei symmetrischen Matrizen gilt stets die Gleichheit.

2. Ein Polynom vom Grad n hat maximal n reelle Nullstellen (Vielfachheiten mitge-
zdhlt) und in der Menge C der komplexen Zahlen genau n Nullstellen. Im Allge-
meinen kann ein charakteristisches Polynom somit auch komplexe Nullstellen und
die Matrix damit komplexe Eigenwerte besitzen. Bei symmetrischen Matrizen treten
dagegen keine komplexen Eigenwerte auf.

Theorem 6.22 (Hauptachsentransformation fiir symmetrische Matrizen) FEs
seien V' ein euklidischer Raum mit dim(V') =n und A € R" ™. Dann gilt:

1. Alle Figenwerte A1, Az, ..., Ay sind reelle Zahlen.

2. Es gibt eine Orthonormalbasis B =gef {b1,b2,...,bp} von V, die aus Eigenvektoren
b1,ba, ..., by (zu den Figenwerten \i, g, ..., \,) besteht.

3. A=Q-D- QT mit Q als Matriz mit den Spaltenvektoren by, ba, ..., b, sowie

A 0 ... 0
0 X ... O
D:def . . . .
0 0 ... M\
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Wir geben das Theorem ohne Beweis an und fiithren stattdessen zur Verdeutlichung die
Hauptachsentransformation fiir ein Beispiel an.

Beispiel: Gegeben sei die Matrix

3/2 1/2 0
A=q | 1/2 3/2 0
0 0 2

Wir fithren die Hauptachsentransformation in Schritten durch.

1. Bestimmung des charakteristischen Polynoms sowie der Figenwerte A1, Ao

und Ag:

3/2—x  1/2 0
pa(x) = det 12 3/2—xz 0
0 0 2—x

= —(x=2)(z—-2)(x—1)
Damit sind die Eigenwerte A\ = 2, A\ = 2 und A3 = 1. Der Eigenwert 2
tritt mit Vielfachheit 2 und der Eigenwert 1 mit Vielfachheit 1 auf.

2. Bestimmung der Figenrdume FE1(A) und E2(A): Eo(A) besteht aus allen
Vektoren v mit

~1/2 1/2 0
(A-2-I)-v=|1/2 -1/2 0] -v=0,
0 0 0
1 0
d.h. E3(A) = span 1f,10
0 1

E1(A) besteht aus allen Vektoren v mit

1/2 1/2 0
(A-1-T)-v=[1/2 1/2 0] -v=0,
0 0 1
-1
d.h. E1(A) = span 1
0
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3. Bestimmung der Orthonormalbasis: Fiir die Eigenvektoren

1 0 —1
v = 1 3 Vo = 0 s v3 = 1
0 1 0

gilt bereits (v1,v2) = 0, (v1,v3) = 0 und (ve, v3) = 0. Somit ist {vy, ve, vs}
eine Orthogonalbasis. Um eine Orthonormalbasis {b;, ba, b3} zu bekom-
men, miissen die Vektoren so normiert werden, dass (b;, b;) = 1 gilt. Dazu
wéihlen wir den Ansatz b; = a; - v;, wobei a; € R gilt. Aus den Eigenschaf-
ten des Skalarproduktes erhalten wir:

1= <CL¢ * Ui, Qg - Ui> = Q- <UZ’,CL1' : Ui> = G - <ai : Uiavi> = a? : <Uiavi>

Damit ergibt sich a; = (v;, v1;>_% bzw. in unserem konrekten Falle

1 1

a —, a=1 a3=—=
1 \/§ 2 3 \/§
Die Orthnormalbasis {b1, b2, b3} besteht daher aus den Eigenvektoren
L —L
V2 0 V2
— 1 _ _ 1
by = 7| bo=10], b3= 7
0 1 0

4. Bestimmung der Matrizen D und Q:

2 0 0 1/vV2 0 —1/V2
D=0 2 0|, Q=[1/V2 0 1/V2
001 0o 1 0

Damit ist die Hauptachsentransformation abgeschlossen. Wir kénnen nun zur
Uberpriifung der Korrektheit iibergehen. Zunéchst halten wir fest, dass @ eine
Orthogonalmatrix ist, denn es gilt Q7' = Q™

1/v2 0 —1/V2 1/vV2 1/vV2 0 100
Q-Q"=(1/v2 0 1/v2 |- o0 0o 1|l=(o0o10
0 1 0 ~1/vV2 1/V/2 0 001

Ebenfalls leicht nachzurechnen ist die Gleichung Q7 - Q = I. Wir iiberpriifen
noch die Identitit A = Q - D - Q7 rechnerisch:

1/vV2 0 —1/v2 2 00 1/vV2 1/v/2 0
: 0

1/vV2 0 1/V2 020 0 1
0 1 0 001 -1/v/2 1/vV2 0
1/vV/2 0 —1/V2 V2 V2 0 3/2 1/2 0
= [1/vV2 0 1/v2 |- 0 0 2| = [1/2 3/2 0
0 1 0 ~1/v/2 1/vV2 0 0 0 2
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