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Prolog

Wir wollen an einem Beispiel aus der Kryptographie fiir die Informatik typische mathe-
matische Methoden erldutern. Die systematische Einfithrung erfolgt in den nachfolgenden
Kapiteln.

In der Kryptographie unterscheidet man zwischen symmetrischen und asymmetrischen
Verschliisselungsverfahren. Im Gegensatz zu den symmetrischen Verschliisselungsverfah-
ren, bei denen zur Verschliisselung und Entschliisselung geheime (private) Schliissel ver-
wendet werden, efolgt bei einem asymmetrischen Verfahren die Verschliisselung mit einem
offentlich bekannten Schliissel. Nur fiir die Entschliisselung wird ein privater Schliissel
verwendet.

Ein wichtiges asymmetrisches Verschliisselungsverfahren ist das DIFFIE-HELLMAN-Proto-
koll. Hierbei mo6chte Alice einen Klartext 1" sicher vor Erich, der T natiirlich erfahren
mochte, an Bob schicken. Dazu verfiigt Bob iiber einen 6ffentlichen Schliissel k sowie einen
privaten Schliissel s. Die Kommunikation erfolgt dann wie in folgendem Szenario skizziert:

Eavesdropper (Angreifer, Erich)
v

Client (Sender, Alice) Server (Empfénger, Bob)

Fragt 6ffentlichen Schltissel
k bei Bob nach Empféngt Anfrage und sendet
offentlichen Schllissel k an

Alice

Empfangt 6ffentlichen Schltis—
sel k; verschliisselt T mit Hilfe
von k und sendet chiffrierte
Nachricht von ¢ an Bob

Empféngt ¢ und verwendet
privaten Schilissel s, um aus
¢ den Klartext T zu erhalten

T

Das DirriE-HELLMAN-Protokoll ist noch keine vollstdndige Beschreibung eines Protokolls.
Vielmehr ist noch gar nicht sicher, dass sich das Verfahren tatséchlich implementieren lésst.
Diese Frage wird durch das beriihmte RSA-Verfahren beantwortet, dessen Umsetzung wir
sehr stark vereinfacht kurz darstellen:

e oOffentlicher Schliissel ist das Produkt k& = p - ¢ zweier grofler Primzahlen p und ¢,
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2 Inhaltsverzeichnis

e privater Schliissel ist das Paar s = (p,q) der Primzahlen, d.h. die Primzahlenzerle-
gung von k,

e Verschliisselung von 7: Wandle T' in eine Zahl ¢ (zum Beispiel unter Verwendung
der ASCII-Codes), oder in eine Folge von Zahlen um, so dass fiir alle Zahlen ¢ < k
gilt; setze ¢ =qor mod(t3, k).

e Entschliisselung von ¢ erfolgt mit Hilfe von s = (p, q), die ohne Kenntnis von p und
q genauso schwierig ist, wie k in seine Primfaktoren p und ¢ zu zerlegen.

Die Anschauung hinter dem RSA-Verfahren ist wie folgt: Ist p - ¢ klein, dann ist die
Zerlegung in p und ¢ einfach, z.B. 111 = 3-37. Fiir grofle Primzahl ist es dagegen schwierig
auf die entsprechenden Primfaktoren zu kommen. Um einen Eindruck von der Schwierigkeit
zu bekommen, bestimme man die beiden Primfaktoren p und ¢ in dem folgenden Produkt:

pq = 37852153254637693623290549498896720462797948158601\
27761136816982888921764999850721920649197641542929

Fiir die Sicherheit des RSA-Verfahrens ist eine notwendige Voraussetzung, dass es unend-
lich viele Primzahlen gibt. Anderenfalls konnten (theoretisch) alle Produkte zweier Prim-
zahlen in einer Datenbank gesammelt und somit aus allen 6ffentlichen Schliisseln die pri-
vaten bestimmet werden.

Im Folgenden wollen wir uns davon iiberzeugen, dass es tatsidchlich unendliche viele Prim-
zahlen gibt.

Definition 0.1 FEs seien p und q natiirliche Zahlen.
1. Die Zahl p teilt q (symbolisch: p|q), falls es eine natirliche Zahl k gibt mit g = k - p.

2. Die Zahl p heifit Primzahl, falls p > 2 und nur 1 und p die Zahl p teilen.

Die in nachfolgendem Lemma verwendete Methode der Induktion ist zentral fiir die Infor-
matik und wird in einem eigenen Kapitel ausfiihrlich behandelt werden.

Lemma 0.2 Zu jeder natirlichen Zahl n > 2 existiert eines Primzahl p, die n teilt.

Beweis: (Induktion) Wir beweisen das Lemman mittels vollstdndiger Induktion tiber n.

o (IA, Induktionsanfang): Fir n = 2 gilt die Aussage mit p = n.

o (IS, Induktionsanfang): Es sei n > 2 eine beliebige natiirliche Zahl. Angenommen wir
hétten die Aussage bereits fiir alle 2 < k < n bewiesen (IV, Induktionsvoraussetzung).
Wir unterscheiden zwei Falle fiir n:

1. Ist n eine Primzahl, so gilt die Aussage fiir p = n.
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2. Ist n keine Primzahl, so gibt es natiirliche Zahlen k,¢ mit n = k - ¢ und
2 < k,f < n. Nach Induktionsvoraussetzung gibt es somit eine Primzahl p,
die k teilt, d.h. k£ = p - r fiir ein geeignetes r. Also gilt n = k-¢ =p - (r-{).
Mithin teilt p auch n.

Damit ist das Lemma bewiesen. []

Mit Hilfe von Lemma 0.2 kann nun bewiesen werden, dass es unendlich viele Primzahlen
gibt. Dazu verwenden wir ein zweites wichtiges Beweisprinzip — den Widerspruchsbeweis.

Theorem 0.3 (Euklid) Es gibt unendlich viele Primzahlen.

Beweis: (Widerspruch) Angenommen die Aussage ist falsch, d.h., es gibt nur endliche
viele Primzahlen 2 < p; < pa < --- < pi. Wir definieren die Zahl

k
n =det 1 + Hpj-
j=1

Wegen n > 2 folgt aus Lemma 0.2, dass eine Primzahl py mit 1 < £ < k existiert, die n
teilt. Auf der anderen Seite gilt jedoch mod(n,p;) = 1. Dies ist ein Widerspruch. Somit
ist die Annahme falsch und es gibt unendlich viele Primzahlen. Damit ist das Theorem
bewiesen. ]
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1.1 Aussagen

Eine (mathematische) Aussage ist ein sprachlicher Ausdruck (Satz), dem eindeutig einer
der Wahrheitswerte w (fiir ,,wahr*) oder f (fiir ,,falsch“) zugeordnet werden kann. Ublicher-
weise werden Aussagen mit groflen Buchstaben bezeichnet und wie folgt beschrieben:

X =4er Beschreibung

Beispiel: Die folgenden Beispiel verdeutlichen die obige Begriffsbildung:

e A =g ,Zu jeder natiirlichen Zahl gibt es eine Primzahl, die grofler ist*
ist eine wahre Aussage.

e B =4 ,,Zu jeder natiirlichen Zahl gibt es eine Primzahl, die kleiner ist“
ist eine falsche Aussage, da die Zahl 2 ein Gegenbeispiel ist.

o (' =g4¢t ,Jede gerade Zahl grofler als 2 ist die Summe zweier Primzahlen®

ist eine Aussage, da der Satz entweder giiltig oder nicht giiltig ist. Der
Wahrheitswert ist noch offen; bei der Aussage handelt es sich um die
bekannte GOLDBACH’sche Vermutung.

o D =4 ,,Diese Aussage ist falsch® ist keine Aussage, da kein Wahrheits-
wert zugeordnet werden kann: Ist D wahr, dann ist D falsch; ist D falsch,
dann ist D wahr.

1.2 Logische Verkniipfungen

Aussagen konnen mittels logischer Operationen verkniipft werden. Dabei entstehen wie-
der Aussagen. Unverkniipfte Aussagen heiflen Elementaraussagen (oder aussagenlogische
Variablen). Verkniipfte Aussagen heiflen zusammengesetzte Aussagen.

Die wichtigsten logischen Verkniipfungen mit ihren Sprech- und Leseweisen sind wie folgt:

—A steht fir:  nicht A (Negation)
ANDB steht fir:  Aund B (Konjunktion)
AV B steht fir: A oder B (Disjunktion)

A — B steht fiir:  wenn A, dann B (Implikation)
A<~ B steht fiir:  genau dann A, wenn B (Aquivalenz)
A@® B steht fiir:  entweder A oder B (Antivalenz)
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6 Kapitel 1. Logik

Neben — und « werden auch = und < fiir Implikation und Aquivalenz verwendet, wenn
wir Aussagen iiber Aussagen formulieren.

Ahnlich der Addition und Multiplikation (,,Punktrechnung geht vor Strichrechnung®) gibt
es Bindungsregeln bei der Verwendung der logischen Verkniipfungen, um die Klammerun-
gen in zusammengesetzten Ausdriicken wegzulassen. Fiir die gebrduchlichsten Verkniip-
fungen —, A und V vereinbaren wir: ,— geht vor A“ und ,A geht vor V.

Beispiel: =A A BV C ist die gleiche Aussage wie ((mA) A B) Vv C.

Um Missverstdndnissen in komplizierteren Zusammenhéngen vorzubeugen, werden wir
jedoch auch weiterhin Klammern setzen, wo sie eigentlich nach den Bindungsregeln nicht
notwendig wéren.

Die Wahrheitswerte der durch logische Verkniipfungen entstandenen zusammengesetzten
Aussagen werden durch Wertetabellen definiert.

A B -A AANB |AvVB |A—-B| A~ B|A®B |-
f f w f f w w f w
f w w f w w f w w
w f f f w f f w w
w w f w w w w f f
Funktionsname | NOT AND OR — - XOR NAND

Bei digitalen Schaltungen entsprechen diese Wertetabellen den booleschen Funktionen,
wobei w mit 1 und f mit 0 identifiziert wird. Die Namen der den Verkniipfungen zugehorigen
booleschen Funktionen sind in der untersten Zeile angegeben.

1.3 Rechnen mit logischen Verkniipfungen

Definition 1.1 Zwei Aussagen A und B heiffen genau dann (logisch) dquivalent, symbo-
lisch A = B, wenn A «— B eine wahre Aussage ist, d.h.

A= B <=4 A< B ist wahr.

Skriptum zu Mathematische Grundlagen 1



1.3. Rechnen mit logischen Verkniipfungen 7

Logisch #dquivalente Aussagen konnen in zusammengesetzten Aussagen beliebig gegen-
einander ausgetauscht werden. Die wichtigsten logischen Aquivalenzen sind in folgendem
Theorem zusammengefasst.

Theorem 1.2 Es seien A, B und C beliebige Aussagen. Dann gilt:

(AANB)AC = AAN(BAC)

Assoziativgesetze
(AvB)vC = AV (BVC)

ANB = BAA

Kommutativgesetze
AVB = BVA

-(AAB) = (-A)V (=-B)

DE MORGAN ’sche Regeln
-(AVB) = (=A)A(=B)

(AAB)VC = (AVO)
(AVB)AC = (AAC)

}
}
}
AN(-4A) = f }
|

Distributivgesetze

tertium non datur
AV (m4) = w

Avw =
AVfE
ANw
AN =

Dominanzgesetze

If
A S

A—B = (mA)VB Alternative Darstellung der Implikation
= (-B) — (A Kontraposition

A—~B = (A— B)AN(B— A) Alternative Darstellung der Aquivalenz

-(m4) = A Doppelte Negation

Beweis: Wir beweisen nur die erste DE MORGAN’sche Regel =(A A B) = (-A) V (-B).
Dazu definieren wir zunéchst die Hilfsaussagen Hy =gef “(AAB) und Hy =g (—A)V(—B).
Die Uberpriifung der Aussage Hy < Ho erfolgt mittels einer Wertetabelle:

A B ANB Hy -A -B Ho H{ < Hy
f f f w w w w w
f w f w w f w w
w f f w f w w w
w w w f f f f w
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8 Kapitel 1. Logik

Somit ist Hy <> Hs eine wahre Aussage. Also sind Hy und Hs logisch dquivalent. Alle
anderen logischen Aquivalenzen konnen ebenfalls mittels Berechnung der Wertetabellen
gezeigt werden. Damit ist das Theorem bewiesen. [ |

Mit Hilfe von Theorem 1.2 kénnen Aussagen umgeformt, genauso wie es von der algebrai-
schen Umformung von Gleichungen her bekannt ist.

Beispiel: Zur Demonstration der Anwendung von Theorem 1.2 wollen wir die
Aussage

C =aet (AN (A — B)) = B

vereinfachen. Wir formen die Aussage wie folgt logisch dquivalent um:

C = (AN(-AVB))— B (AD Implikation)
= (AN-A)V(AANB))— B (Distributivgesetz)
= (fV(AAB))— B (tertium non datur)
= (ANB)— B (Dominanzgesetz)
= -(AANB)VB (AD Implikation)
= (WAV-B)VB (DE MORGAN)
= -AV(-BVB) (Assoziativgesetz)
= -AVw (tertium non datur)
= w (Dominanzgesetz)

Die Aussage C' ist also stets wahr unabhingig von den Wahrheitswerten der
Aussagen A und B.

Definition 1.3 Es sei A eine zusammengesetzte Aussage.

1. A heifit genau dann Tautologie (oder allgemeingiiltig), wenn A wahr fir alle mdégli-
chen Wahrheitswerte der Elementaraussagen ist.

2. A heifit genau dann Kontradiktion (oder unerfillbar), wenn A falsch fiir alle maégli-
chen Wahrheitswerte der Elementaraussagen ist.

Wir nennen auch wahre Elementaraussagen (die Konstante w) allgemeingiiltig und falsche
Elementaraussagen (die Konstante f) unerfiillbar.

Wie leicht einzusehen ist, ist eine Aussage A genau dann eine Tautologie, wenn die negierte
Aussage A eine Kontradiktion ist.

Skriptum zu Mathematische Grundlagen 1



1.4. Aussageformen 9

1.4 Aussageformen

Eine Aussageform iiber den Universen Uy, ..., U, ist ein Satz A(z1,...,zy,) mit den freien
Variablen x1, ..., z,, der zu einer Aussage wird, wenn jedes x; durch ein Objekt aus dem
Universum U; ersetzt wird.

Beispiel: Die Begriffsbildung verdeutlichen wir durch folgende Aussageformen:

o A(x) =qef »T ist eine gerade Zahl“ ist eine Aussageform iiber den natiir-
lichen Zahlen: A(2) = ,2 ist eine gerade Zahl* ist eine wahre Aussage;
A(3) = ,,3 ist eine gerade Zahl“ ist eine falsche Aussage.

o B(z,y) =qef »Das Wort z ist y Buchstaben lang“ ist eine Aussageform
iiber den Universen U; aller Worter (iiber einem Alphabet) und Us aller
natiirlichen Zahlen. So ist B(Konstanz,8) = ,Das Wort Konstanz ist 8
Buchstaben lang“ eine wahre Aussage.

o C(x) =gef »xr <z + 1 ist als Aussageform iiber den natiirlichen Zah-
len stets wahr unabhéingig davon, welche natiirliche Zahl n fiir  einge-
setzt wird. Als Aussageform iiber der Java-Klasse Integer gilt dies nicht:
C(Integer.MAX_VALUE) ist eine falsche Aussage.

Wenn wir es mit einer Aussageform A(x1, ..., z,) mit mehreren freien Variablen x1, ...,z
zu tun haben, die wir alle iiber dem gleichen Universum Uy = Uy = ... = U, betrachten,
so sprechen wir von einer Aussageform iiber dem Universum Uj.

1.5 Aussagen mit Quantoren

Das Einsetzen konkreter Objekte aus einem Universum macht aus einer Aussageform eine
Aussage. Ein weitere Moglichkeit dafiir ist die Quantifizierung von Aussagen mittels Quan-
toren. Im Unterschied zum konkreten Einsetzen miissen wir dabei die Objekte nicht ken-
nen, deren Einsetzen den Wahrheitswert bestimmt. Wir kénnen nur sagen, dass es solche
Objekte gibt oder nicht gibt.

Die beiden wichtigsten Quantoren sind:

e Existenzquantor (oder existenzieller Quantor) 3 (manchmal auch \/ geschrieben)

o Allquantor (oder universeller Quantor) V (manchmal auch /\ geschrieben)

Die Quantoren werden wie folgt verwendet, um aus Aussageformen mit einer freien Varia-
blen Aussagen zu machen. Dazu sei A(x) eine Aussageform iiber dem Universum U.

1. (3z)[A(z)] steht fiir ,es gibt ein x, fiir das A(z) gilt“ und fiir den Wahrheitswert gilt

(3z)[A(z)] ist wahr <=-gef es gibt ein u aus U, fiir das A(u) wahr ist
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10 Kapitel 1. Logik

2. (Vx)[A(x)] steht fiir ,fiir alle z gilt A(z) “ und fiir den Wahrheitswert gilt

(Vx)[A(z)] ist wahr <=-qe¢ fiir alle u aus U ist A(u) wahr

Beispiele: Folgende quantifiziere Aussagen verdeutlichen die Begriffsbildung.

e Fiir die Aussageform A(x) =qef ,,x ist eine ungerade Zahl* iiber dem Uni-
versum der natiirlichen Zahlen ist (3x)[A(x)] eine wahre Aussage, da
A(3) = ,,3 ist eine ungerade Zahl“ wahr ist, und ist (Vz)[A(z)] eine falsche
Aussage, da A(2) = ,,2 ist eine ungerade Zahl“ falsch ist.

e Fiir die Aussageform C(z) =get ,& < x + 1 “ iiber dem Universum der
natiirlichen Zahlen ist (Vz)[C(z)] = (Vz)[z < z + 1] eine wahre Aussage.

e Essei U ein endliches Universum mit den Objekten uy, ..., u,. Dann gilt:
(F2)[A(z)] = A(w)V Alug) V...V A(un)  =aer \/ Au;)
i=1
(Vo)[A(z)] = A(ur) NA(ug) Ao AN A(un)  =det /\ A(ug)
i=1

Der Existenzquantor stellt somit eine endliche oder unendliche Disjunk-
tion und der Allquantor eine endliche oder unendliche Konjunktion dar.

Wir erweitern nunmehr die Anwendung von Quantoren auf Aussageformen mit mehr als
einer Variablen. Dabei entstehen nicht sofort wieder Aussagen, vielmehr wir pro Anwen-
dung eines Quantors die Anzahl freier Variablen um eine Variable reduziert. Erst wenn
alle Variablen durch Quantoren oder Einsetzen konkreter Objekte gebunden sind, kénnen
wir der nun entstandenen Aussage einen Wahrheitswert zuordnen.

Es sei A(x1,...,z,) eine Aussageform mit n Variablen iiber den Universen Uy,...,U,.
Dann sind (3z;)[A(z1,...,2,) und (Vz;)[A(x1,...,2,)] Aussageformen mit den n — 1
Variablen z1,...,2;—1, 41, ., Tn.

In (3x;)[A(z1, ..., x,)] bzw. (Va;)[A(x1,. .., z,)] heiit A(z1,...,x,) der Wirkungsbereich
des Quantors Jx; bzw. Vz;.

Beispiele: Wir setzen unsere Beispiele fiir quantifzierte Aussage fort.

e Es seien A(x) =get »x ist eine ungerade Zahl“ und B(x,y) =gef »x - y ist
eine ungerade Zahl* Aussageformen iiber dem Universum der natiirlichen
Zahlen. Dann sind

— Cy(y) =det (Fz)[A(x) — B(z,y)] eine Aussageform mit der freien
Variable y und

— Cy(z) =qef (Vy)[A(x) — B(z,y)] eine Aussageform mit der freien
Variable x,

Skriptum zu Mathematische Grundlagen 1
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und es gilt beispielsweise:
— C1(3) =get (F2)[A(x) — B(z,3)] ist eine wahre Aussage
— Cy(3) =qet (Vy)[A(3) — B(3,y)] ist eine falsche Aussage, da A(3)
zwar wahr aber B(3,2) falsch ist.

Fiir vollstandig quantifizierte Aussagen erhalten wir:

— (Jy)(Vo)[A(z) — B(z,y)] ist eine wahre Aussage
= (3)(vy)[A(z) — B(z,y)]
— (Vy)(Vz)[A(z) — B(x,y)] ist eine falsche Aussage
= (Va)(vy)[A(z) — B(z,y)]

)[A(x)
)

In der Aussage (Jy)(Vz)[A(z) — B(x,y)] ist A(x) — B(z,y) Wirkungs-
bereich von Vz und (Vz)[A(x) — B(z,y)] der Wirkungsbereich von Jy.

ist eine wahre Aussage

ist eine falsche Aussage

e Fiir die Aussageform ,,x < y*“ {iber dem Universum der natiirlichen Zahlen
ist (Vz)(3y)[x < y] (lies: ,fur alle = gibt es ein y mit x < y*) eine wahre
Aussage, da A(x,z + 1) stets wahr ist, und (Jy)(Vz)[z < y] (lies: ,es gibt
ein ymit x < y fiir alle ) eine falsche Aussage, da A(y, y) stets falsch ist.
Das letzte macht deutlich, dass bei geschachtelten quantifizierten Aussa-
gen ganz entscheidend auf die Stellung der Existenz- und Allquantoren
zueinander ankommt.

Die Namen von Variablen, die zur Quantifizierung verwendet werden, sind nur innerhalb
der Wirkungsbereiche der Quantoren relevant: Zum Beispiel ist (3z)(Vx)[z < z] keine
korrekte Quantifizierung, da bei der Einsetzung von Objekten nicht klar ist, welches fiir
welches z die Einsetzung erfolgt; (3z)[x < y] A (Vx)[z < y] ist dagegen unmissverstéandlich,
da Jz und Vz iiberschneidungsfreie Wirkungsbereiche besitzen.

Auch fiir quantifizierte Aussagen kénnen wir Rechenregeln (d.h. logische Aquivalenzen)
angeben. Wir tun dies hier nur auszugsweise, ohne Beweise und deshalb auch nicht in
Form eines Theorems:

@A)V F@IB@)] = Go)A@) Y B) } N
(Vo)[A(z)] A (Vo) [B(x)] = (Vz)[A(x) A B(z)]

@) @A@Y = G)EDARY) }Kommumtivm

(Vo) (Vy)[A(z,y)] = (Vy)(vo)[A(z,y)]

~(@)A@] = (Vo)lnA)] }DE MoORGAN’sche Regeln
—(Vz)[A(z)] = (Fx)[~A(x)]
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12 Kapitel 1. Logik

Die Stichhaltigkeit und Namensgebung der Rechenregeln ist leicht einzusehen, wenn wir
endliche Universen fiir die Aussage zu Grunde legen und endliche Konjunktionen und
Disjunktionen betrachten.

Beispiel: Es sei P(x) =gef ,,x ist eine Primzahl® eine Aussageform iiber dem
Universum der natiirlichen Zahlen. Wir formulieren die Aussage, dass es unend-
lich viele Primzahlen gibt, wie folgt:

A =qet (V2)(3y)[P(y) A < y]

Die Negation der Aussage ist: ,,Es gibt endlich viele Primzahlen®“. Wir negieren
die Aussage A dazu formal:

—A = —(Va)(F)[Py) Az <y

(F2) | ~Fy)[P(y) Az <yl
(F2)(Vy) [~ (P(y) Az < y)]
(Fz)(Vy)[-

Vy)[=P(y) vV z = y]
Intuitiv ausgedriickt bedeutet dies Aussage: ,,Es gibt eine grofite Primzahl®.

dx
dx

Quantifizierte Aussagen in komplexeren Doménen werden in der Regel schnell uniiber-
sichtlich. Deshalb finden sich oft Abkiirzungen fiir hiufig benutzte Redewendungen. Wir
wollen diesen Abschnitt mit einigen davon beschlieflen.

1. ,Es gibt x1,...,x,, sodass A(zq,...,x,) gilt“: Die zugehorige Abkiirzung fiir die
exakte logische Definition ist:

(Fx1, . ) [A(x1, oy xn)] =def (3x1)(3x2) - -+ (Fzp)[A(21, - - -, 0]

2. JFir alle xq,...,z, gilt A(zq,...,z,)* Die zugehorige Abkiirzung fiir die exakte
logische Definition ist:

(Va1, ..., xn)[A(x1, .oy xn)] =det (Va1)(Vag) - - (Vo) [A(21, - - ., 2p]

3. ,Fiir alle z mit A(z) gilt B(z)“: Die zugehorige Abkiirzung fiir die exakte logische
Definition ist:
(Va; A(2))[B(2)] =aet (V2)[A(z) — B()]

4. ,Es gibt ein  mit A(x), sodass B(z) gilt“: Die zugehorige Abkiirzung fiir die exakte
logische Definition ist:

(Fz; A(x))[B(2)] =der (Va)[A(z) A B(w)]

Skriptum zu Mathematische Grundlagen 1
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Die beiden letzten Regeln sind vertréglich mit den DE MORGAN’schen Regeln:

~(37; A(2))[B(z)] = —(3x)[A(z) A B(x)]
Vz)[~(A(x) A B(z))]
)(=A(@)) V (-B(z))]
Vr)[A(z) — (=B(2))]
Va; A(z))[~B(z)]

<
8

(
(
(
(

8

Beispiel: Das Pumping-Lemma fiir regulére Sprachen ist ein wichtiges Hilfs-
mittel im Bereich der Automatentheorie und Formaler Sprachen. Die {ibliche
Formulierung als Theorem ist (vgl. z.B. [Wag03, S. 191]):

HFir jede regulére Sprache L gibt es ein ng > 0 mit folgender Eigen-
schaft: Fiir jedes z aus L mit |z| > ng gibt es eine Zerlegung z = uvw
mit |uv| < ng und |v| > 0, sodass uv*w zu L gehort fiir alle k > 0.

Mit Hilfe unserer Quantorennotationen ist das Theorem wie folgt ausdriickbar:

(VL; L ist regulér) (3ng;ng > 0) (Vz; z gehort zu L A |z| > ng)
(3u, v, w; z = wvw A luv| < ng A [v| > 0) (Vk;k > 0) [uvkw gehort zu L]

Die Handhabung des Theorems (abgesehen vom Wissen um die verwende-
ten Begriffe und Notationen) bedarf einiger Ubung, da die Quantorenstruktur
VAV3V der Aussage vier Wechsel zwischen All- und Existenzquantoren aufweist.

1.6 Beweise

Unter einem Beweis wollen wir eine Folge von allgemeingiiltigen Implikationen (Regeln)
verstehen, die aufallgemeingiiltigen Anfangsaussagen (Priémissen) basieren und zu der
Zielaussage (Folgerung) fithren, deren Allgemeingiiltigkeit damit nachgewiesen wird.

Wichtige Beweisregeln (Implikationen) fiir den mathematischen Alltagsgebrauch sind:

o Abtrennungsregel (modus ponens): Sind A und A — B allgemeingiiltig, so ist B
allgemeingiiltig.

Korrektheit folgt aus der Allgemeingiiltigkeit von (A A (A — B)) — B.

e Fallunterscheidung: Sind A — B und -A — B allgemeingiiltig, so ist B allgemein-
giiltig.
Korrektheit folgt aus der Allgemeingiiltigkeit von ((A — B) A ((-A4) — B)) — B.

e Kettenschluss: Sind A — B und B — C' allgemeingiiltig, so ist A — C' allgemeingiil-
tig.
Korrektheit folgt aus der Allgemeingiiltigkeit von ((A — B)A(B — C)) — (A — C).

Version v0.22 Fassung vom 5. Februar 2010
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e Kontraposition: Ist A — B allgemeingiiltig, so ist (~B) —
Korrektheit folgt aus der Allgemeingiiltigkeit von (A — B) —

(—A) allgemeingiiltig.
((=B) = (-4)).

o Indirekter Beweis: Sind A — B und A — —B allgemeingiiltig, so ist = A allgemein-

giiltig.

Korrektheit folgt aus der Allgemeingiiltigkeit von ((A — B)A

(4 (-B)) = (~4).

Im Folgenden wollen an dem Beweis der Irrationalitéit von V2 die logische Struktur und
das Zusammenspiel der verschiedenen Beweisregeln offenlegen.

Lemma A. Ist n eine ungerade Zahl, so ist n? eine ungerade Zahl.

Beweis: (direkt) Es sei n eine ungerade Zahl, d.h.

n=2|n/2] + 1. =det A
Wir miissen zeigen:
n? =2|n%/2| + 1. =def Z
Mit n =2 |n/2] + 1 gilt:
= (2[n/2] +1) =def B
=4|n/2)*+4|n/2] +1 =def C
:2(2 Ln/2J2+2Ln/2J) +1 —gef D
Wir zeigen zunichst die Hilfsaussage:
[n?/2] =2|n/2)* +2|n/2] =det H
Wegen n = 2[n/2| + 1 gilt:
n2/2) = | 2ln/2) +1)* /2] et E
= (4102 +4ln/2) +1) 2] =aaF
- P 1n/2)2 +2|n/2] + 1/2J —iet G
=2|n/2)* +2[n/2] =H
Einsetzen der Hilfsaussage in D ergibt:
n?* =2|n?/2| +1. =Z
d.h. n? ist ungerade. |

Skriptum zu Mathematische Grundlagen 1

A (fiir eine konkrete Zahl) ist
allgemeingiiltige Préamisse

Z ist die Zielaussage

A — B ist allgemeingiiltig
B — C ist allgemeingiiltig

C — D ist allgemeingiiltig

A — E ist allgemeingiiltig
E — F ist allgemeingiiltig
F — G ist allgemeingiiltig

G — H ist allgemeingiiltig

(D AH) — Z ist allgemeingiiltig
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Die logische Struktur des Beweises kann schematisch in Form eines Ableitungsbaumes
dargestellt werden:

A

A—B

\

/

B

B— C

N\

C

CcC—D

N/

D

A—E

A

N/

E—F

E

N/

F—G

F

N/

G—H G

N/
/

DAH (DAH) > Z

N/

VA

Hierbei sind die heller unterlegten Aussagen (bis auf D AH) durch Anwendung der Abtren-
nungsregel aus den beiden dariiber liegenden Aussagen abgeleitet worden. Die dunkler
unterlegten Aussagen sind per Voraussetzung allgemeingiiltig (Aussage A) oder durch
Anwendung algebraischer Umformungsregeln allgemeingiiltig.

Durch Kontraposition von Lemma A ldsst sich nun direkt Korollar B folgern.

Korollar B. Ist n? eine gerade Zahl, so ist n eine gerade Zahl.

Beweis: (Kontraposition)
Ist n eine ungerade Zahl,

so ist n? eine ungerade Zahl
(nach Lemma A).

Damit gilt nach Kontraposition:
Ist n? eine gerade Zahl,
so ist n eine gerade Zahl.

Damit ist das Korollar bewiesen.

Version v0.22
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—def B

A — B ist allgemeingiiltig
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Mit Hilfe von Korollar B kann nun die Irrationalitit von /2 mittels Widerspruchbeweis

gezeigt werden.

Theorem C. /2 ist irrational.

Beweis: (indirekt) Wir nehmen an: v/2 ist eine ratio-

nale Zahl, d.h.

(3p)3a) |geT(pa) =1 A V2=p/q| =aer A
—_———
=def £
Dann gilt
2¢° = p?, =def B
d.h. p? ist gerade.
Nach Korollar B ist p gerade, d.h.
p=2|p/2]. =def C
Wollen zeigen, dass auch ¢? gerade ist, d.h.
¢ =2[¢*/2]. =det D
Mit 2¢% = p? und p = 2|p/2] folgt
¢* = p*/2 =def E
= (2[p/2])* /2 =det F
=2|p/2)? =def G
und somit
2[q%/2| =22lp/2)%/2] =det H
— 2| [p/2)?] gt |
=2|p/2)? =def J
= q2 =
Nach Korollar B ist g gerade. =gef K
Damit gilt ggT(p, q) > 2. =-Z

Dies ist ein Widerspruch, d.h. die Annahme ist falsch
und /2 ist irrational. =-A

Damit ist das Theorem bewiesen. [ |
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A — Z ist allgemeingiiltig

A — B ist allgemeingiiltig

B — C ist allgemeingiiltig

B — E ist allgemeingiiltig
(CAE) — F ist allgemeingiiltig
F — G ist allgemeingiiltig

G — H ist allgemeingiiltig
H — | ist allgemeingiiltig

| — J ist allgemeingiiltig

J — D ist allgemeingiiltig
D — K ist allgemeingiiltig
K — —Z ist allgemeingiiltig
A — —Z ist allgemeingiiltig

—A ist allgemeingiiltig
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Neben den Beweisregeln, die ganz allgemein fiir beliebige Aussagen anwendbar sind, gibt
es noch eine ganze Menge spezieller Beweisregeln fiir Aussagen mit bestimmter Quanto-
renstruktur und bestimmter Universen. Zwei wichtige unter diesen sind die folgenden:

e Spezialisierung (Substitution): Ist (Vxz)[A(z)] allgemeingiiltig, so ist A(y) allgemein-
giiltig, falls y nicht in einem Wirkungsbereich eines Quantors in A(z) vorkommt.

Korrektheit folgt aus Allgemeingiiltigkeit von (Vy) [(Vx)[A(x)] — A(y)] (mit obiger
Einschrinkung).

o Volistandige Induktion: Es sei A(n) eine Aussageform tiber dem Universum der natiir-
lichen Zahlen. Sind A(0) und A(n — 1) — A(n) fiir alle n > 0 allgemeingiiltig, so ist
A(n) fiir alle n allgemeingiiltig.

Wir wollen die Korrektheit der vollstdndigen Induktion tiberpriifen.

Theorem 1.4 Es sei A(n) eine Aussageform mit der freien Variable n iber dem Univer-
sum der natiirlichen Zahlen. Dann ist die Aussage

(A(O) A (Wnsn > 0)[A(n — 1) A(n)]) ~ (V) [Am)]
allgemeingiiltig.

Beweis: (indirekt) Es gelte A(0) und A(n —1) — A(n) fiir alle n > 0. Zum Widerspruch
nehmen wir an, dass es ein n gibt, sodass A(n) nicht gilt. Dann gibt es auch eine kleinste
natiirliche Zahl ng, fiir die A(ng) nicht wahr ist, d.h. es gilt =A(ng) A (Yn;n < ng)[A(n)].
Wir unterscheiden zwei Fille fiir ng:

o 1. Fall: Ist ng = 0, so ist ~A(0) wahr. Dies steht jedoch im Widerspruch zur Vor-
aussetzung, dass A(0) gilt.

e 2. Fall: Ist ng > 0, so ist =A(ng) A A(ng — 1) = =(A(no — 1) — A(ng)) wahr. Dies
steht jedoch im Widerspruch zur Voraussetzung, dass A(n—1) — A(n) fiir allen > 0
gilt, also insbesondere auch A(ng — 1) — A(ng).

Also ist die Annahme falsch und es gilt A(n) fiir alle n. Damit ist das Theorem bewiesen. m

Die logische Struktur des Beweises fiir Theorem 1.4 ist typisch fiir einen Widerspruchsbe-
weis einer Implikation. Wenn wir die Allgemeingiiltigkeit von A — B beweisen wollen,
so nehmen wir an, dass A aber nicht B gilt. Damit folgt sofort die Allgemeingiiltig-
keit der Aussage (A A (=B)) — A. Anschlieflend miissen wir noch beweisen, dass auch
(AN (-B)) — (—A) allgemeingiiltig ist, d.h. wir konstruieren einen Widerspruch zur
eigentlichen Pramisse A unserer zu beweisender Implikation. Nach der Regel vom indirek-
ten Beweis folgt nun, dass =(A A (-B)) = A — B allgemeingiiltig ist.

Version v0.22 Fassung vom 5. Februar 2010
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Mengen

In diesem Kapitel beschéiftigen wir uns mit den grundlegenden Begriffen der Mengenlehre.
Hierbei folgen wir im Wesentlichen der naiven Mengenlehre, wie sie im mathematischen
Alltagsgeschiift eines Informatikers ausreichend ist. Unter einer streng mathematischen
Sichtweise ist die naive Mengenlehre nicht widerspruchsfrei; jedoch kénnen Widerspriiche
mit einer gewissen Umsicht vermieden werden.

2.1 Definitionen

Eine Menge A besteht aus paarweise verschiedenen Objekten. Damit wird ein mehrfaches
Vorkommen von Objekten ignoriert — im Gegensatz z.B. zu Listen als Datenstruktur.

Bei der Beschreibung einer Menge A unterscheiden wir zwei Formen der Darstellung;:

e cxtensionale Darstellung: Die in der Menge A enthaltenen Objekte werden aufgezihlt
(soweit dies moglich ist), wobei die Reihenfolge keine Rolle spielt — auch hier im
Gegensatz zu Listen; symbolisch:

A= {CLl,CLQ,. . }

e intenstonale Darstellung: Es werden alle Objekte a selektiert, die aus dem zu einer
Aussageform F(z) gehorenden Universum stammen, sodass F(a) eine wahre Aussage
ist; symbolisch:

A={al|E()}

Mit anderen Worten enthélt die Menge A alle Objekte a, die eine gewisse Eigenschaft
FE erfiillen.

Extensionale Darstellungen sind fiir die Fille endlicher Mengen h&ufig einsichtiger als
intensionale Darstellungen, da die Selektion der Objekte bereits ausgefiithrt vorliegt. Fiir
unendliche Mengen sind extensionale Darstellungen im Allgemeinen nicht mehr mdoglich.

Beispiele: Die folgenden Darstellung derselben (endlichen) Menge verdeutli-
chen die unterschiedlichen Beschreibungsaspekte:

o {3,5,7,11} = {11,5,7,3}
o {3,5,7,11} = {3,3,3,5,5,7,11, 11}
e {3,5,7,11} ={alaeNA2<a<12A a ist eine Primzahl }

Version v0.22 Fassung vom 5. Februar 2010
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Im Folgenden vereinbaren die Schreib- und Sprechweisen fiir mengenbezogene Aussagen.

Positive Aussagen sind die folgenden:

Die zugehorigen negativen Aussagen sind:

a € A steht fiir:  a ist Element von A

ACDB steht fiir: A ist Teilmenge von B

B D A steht fiir: @ ist Obermenge von A
A=DB steht fiir: A und B sind gleich

A C B steht fiir: A ist echte Teilmenge von B
B D> A steht fiir: B ist echte Obermenge von A

a¢ A steht fiir:  a ist kein Element von A

AZ B steht fiir: A ist keine Teilmenge von B

B2 A steht fiir:  a ist keine Obermenge von A

A # B steht fiir: A und B sind verschieden

A ¢ B steht fiir: A ist keine echte Teilmenge von B
B A steht fr: B ist keine echte Obermenge von A

Die exakte Bedeutungen der Bezeichnungen werden aussagenlogisch festgelegt. Dazu setzen
wir im Folgenden fiir die verwendeten Aussageformen stets ein Universum voraus.

a €A =qet a gehort zur Menge A ad A =4 —(a€ A
ACB =q¢ (Va)la€e A— ac€ B| AZ B =4 —(ACB)
B2A =4t ACB B2A =4t ~(B2A)
A=B =4 ACBABCA A#B =4 —(A=B)
ACB =q4 ACBAA#B A¢Z B =4 —(ACB)
BCA =44 ACB Bg A =4 —(BCA)

Aussagen iiber Mengen werden also als Abkiirzungen fiir quantifizierte Aussagen iiber
ihren Elementen eingefiihrt.

Beispiele: Wir verdeutlichen den Zusammenhang zwischen Aussagen iiber
Mengen und den definierenden quantifizierten Aussagen iiber den Elementen
an Hand zweier Mengenaussagen:

A¢B = —(ACB)
—(Va)la € A — a € B]
= (Jda)[~(a € A— a € B)]

Skriptum zu Mathematische Grundlagen 1
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= (Ja)[~(a ¢ AVa e B)
= (Jda)la€ ANa ¢ B]

A=B = ACBAADRB
= ACBABCA
= (Va)la€e A—a€ B]AVa)lae B—acA]
= (Va)[(a€e A—a€B)AN(a€ B —ac i)
= (Va)[(a € A~ a € B)]

Haufig muss die Gleichheit zweier Mengen A und B, die in intensionaler Darstellung gege-
ben sind, gezeigt werden. Nach Definition des Wahrheitswertes der Aussage A = B miissen
dafiir stets zwei Richtungen gezeigt werden. Ein einfaches Beispiel soll dies verdeutlichen.

Beispiel: Es seien die beiden Mengen A =4¢¢ { n | n ist gerade } und
B =gt { n | n? ist gerade } als Teilmengen natiirlicher Zahlen gegeben. Wir
wollen zeigen, dass A = B gilt. Dazu zeigen wir zwei Inklusionen:

C: Essein € A. Dann ist n ist gerade, d.h., es gibt ein £ € N mit n = 2k. Es
gilt n? = (2k)? = 2(2k?). Somit ist n? gerade. Folglich gilt n € B. Damit
gilt A C B.

D: Es sei n € B. Dann ist n? gerade. Nach Korollar B (Abschnitt 1.6) ist n
gerade. Also gilt n € A. Somit gilt B C A.

Damit ist die Gleichheit der Mengen bewiesen.
Eine ausgezeichnete Menge (in jedem Universum) ist die leere Menge: Eine Menge A

heifit leer genau dann, wenn A kein Element enthélt. Logisch ausgedriickt bedeutet die
Bedingung: (Va)[a ¢ A].

Proposition 2.1 Es gibt nur eine leere Menge (in jedem Universum).

Beweis: (Kontraposition) Wir wollen zeigen: Sind A und B leere Mengen, so gilt A = B.
Dafiir zeigen wir: Gilt A # B, so ist A nicht leer oder B nicht leer. Es gilt:

A#B

AZBVBYZA

= (Ja)jae ANa ¢ B]V (Ja)la€e BAa ¢ A
= (Ja)[lac ANa¢ B)V(a€e BNha¢ A)
:def6<a)

Es sei z ein Objekt im Universum, so dass D(z) eine wahre Aussage ist. Dann gilt x € A
oder z € B. Also ist A oder B nicht leer. |
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Damit ist gerechtfertigt, dass ein eigenes Symbol () fiir die Bezeichnung der leeren Menge
eingefiihrt wird.

|A|| (oder auch: |A|,#A) ist die Anzahl der Elemente von A bzw. die Kardinalitit von
A. Die Kardinalitéit der leeren Menge ist also stets 0. Ist ||A|| < oo, so heifit A endliche
Menge, sonst unendliche Menge. Mengen mit nur einem Element werden FEinermengen
genannt.

2.2 Mengenoperationen

Wir definieren die folgenden Operationen, die aus zwei Mengen A und B eines Universums
U wieder eine Menge desselben Universums U formen:

Vereinigung: AUB =4t {z |z € AV e B}
Durchschnitt: ANB =4t {z|x€ ANz EB}
Differenz: A\B =gt {z |z € AN ¢ B}
symmetrische Differenz: AAB =46 (A\B)U(B\ A)

Eine besondere Differenzoperation ist die Komplementierung einer Menge A:
Komplement: A=gt U\ A
Ublicherweise werden Mengenoperationen zur Veranschaulichung durch die aus der Schule

bekannten VENN-Diagramme dargestellt. Die vier obigen Operationen auf zwei Mengen
lassen sich wie folgt visualisieren:

AUB ANB A\ B AAB

Dabei sind die dunkler dargestellt Punktmengen immer das Ergebnis der jeweiligen Men-
genoperationen auf den durch die Kreis A und B eingefassten Punktmengen. Diese Dar-
stellungsformen sind zwar illustrativ; sie sind jedoch keinesfalls ausreichend fiir Beweise.

Beispiele: Es seien A ={2,3,5,7,11} und B = {2,3,4,5,6}. Dann gilt:

e AUB=1{2,3,4,5,6,7,11}
e ANB ={2,3,5)

Skriptum zu Mathematische Grundlagen 1
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A\ B ={7,11}

B\ A= {4,6}

ANB = {4,6,7,11}
(A\B)NB={7,11} N{2,3,4,5,6} = ()

Zwei Mengen A und B heilen disjunkt genau dann, wenn A N B = () gilt.

2.3 \Verallgemeinerung von Vereinigung und Durchschnitt*

In einigen Fillen werden auch Verallgemeinerungen von Vereinigung und Durchschnitt auf
eine beliebige, auch unendliche, Anzahl von Mengen betrachtet.

Dazu betrachten wir Teilmengen eines Universums U. Weiterhin sei I eine beliebige Menge
(Indexmenge). Fiir jedes i € I sei eine Menge A; C U gegeben. Dann sind Vereinigung
und Durchschnitt aller A; definiert als:

U4 =at {a|@ieDac A}
el
ﬂAz =def {a|(VzEI)[a€Az]}

el

Fiir I = N schreiben wir auch U A; bzw. ﬂ A;.
i=0 i=0

Beispiele: Folgende Beispiele und Spezialfille sollen die Wirkungsweise von
allgemeiner Vereinigung und Durchschnitt demonstrieren:

e Esseien U =R, I =N, und

Ak—def{fr \1‘2—1|§]1€}
Dann gilt:
UAk = UAk = {x ‘$2—1}<1}
kel k=1

:{w

A = N4 = {-L1}

kel k=1

—\/§§x§\f2} o= |-v2v2
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e Es gilt stets U A; = 0.
i€

e Es gilt stets ﬂ A, =M.
e

2.4 Potenzmenge

Fine Operation von einem anderen Typ als Vereinigung, Durchschnitt und Differenzen ist
die Potenzierung einer Menge: Die Potenzmenge einer Menge A ist definiert als

P(A) =aet { X [ X C A}

Fiir die Potenzmenge von A gelten folgenden Aussagen:

Proposition 2.2 FEs sei A eine beiliebige Menge.
1. XePA) <= XCA

2. 0,A e P(A)

3. Ist A endlich, so gilt |P(A)| = 2l Al

Beweis: Die erste beiden Aussagen folgen direkt aus der Definition. Die dritte Aussage
werden wir im Kapitel iiber Kombinatorik beweisen. |

Die Elemente der Potenzmenge sind also Mengen aus dem Universum P(A). Der letzte
Sachverhalt lisst die mitunter auch verwendete Bezeichnung 24 fiir die Potenzmenge von
A plausibel erscheinen.

Beispiele: Folgende Mengen verdeutlichen die Potenzmengenkonstruktion.

P({1}) = {0, {1}}

P({1,2}) = {0, {1}, {2}, {1,2}}

P({1,2,3}) = {0, {1}, {2}, {3}, {1, 2}, {1, 3}, {2,3},{1,2,3}}
(0) = {0

(P(®))

°
)

°
3

P({0}) = {0, {0}}

Die Teilmengen der Potenzmenge heiflen Mengenfamilien.
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2.5 Kreuzprodukt

Es seien Ay, ..., A, beliebige Mengen. Das Kreuzprodukt (oder kartesisches Produkt) von
Aq, ..., A, ist definiert als:

Ay X oo X Ay =qet { (a1,...,ay) | firallei € {1,...,n} gilt a; € A; }

Die Elemente von A; x --- x A, heiflen n-Tupel (Paare fir n = 2, Tripel fir n = 3,
Quadrupel fiir n = 4).

Im Gegensatz zu Mengen sind Tupel geordnet (und damit eine Formalisierung von Listen):
Fiir zwei n-Tupel (aq,...,a,) und (daf,...,al) gilt

(a1,...,an) = (ay,...,a,) < firallei e {1,...,n} gilt a; = a}

Sind alle Mengen gleich, so schreibt man:
A" =gt A X - x A
—_—

n-mal

Beispiele: Folgende Mengen verdeutlichen die Kreuzproduktkonstruktion.
e Mit A ={1,2,3} und B = {a, b} gilt
Ax B={(1,a),(1,b),(2,a),(2,b),(3,a),(3,b)}
e Mit A= {5,7} und n = 3 gilt

A3 = (5,7} x {5,7} x {5,7}
= {(5,5,5),(5,5,7),(5,7,5), (5,7,7),
(7,5,5),(7,5,7),(7,7,5),(7,7,7)}

e () x A = () (beachte: Die rechte leere Menge ist die Menge in der kein Paar
enthalte ist)

e R3 =R x R x R beschreibt den dreidimensionalen Raum
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Relationen

Relationen beschreiben die Beziehungen zwischen Mengen und sind somit der eigentliche

Gegenstand der Mathematik.

3.1 Definitionen

Es seien Ay, ..., A, beliebige Mengen. Eine Menge R C Ay x --- x A, heiflt Relation.

Beispiel: Eine relationale Datenbank ist eine Sammlung von Tabellen mit
einer gewissen Struktur. Eine Tabelle wiederum ist eine (extensionale Darstel-
lung einer) Relation. Beispielsweise sei folgender Auszug einer Tabelle gegeben:

Vorname Name Geburtsdatum
Max Mustermann 07.07.1977
Erika Mustermann 12.09.1945
John Smith 05.05.1955
Johanna Konig-Hock 27.03.1921
Lyudmila Dyakovska 02.04.1976
Peter Draisaitl 07.12.1965
Thomas Holtzmann 01.04.1927
Weiwei Ai 28.08.1957
Robert Palfrader 11.11.1968
Nikon Jevtic 03.06.1993
Leslie Valiant 28.03.1949

Wir fassen die Tabelle als Teilmenge eines Kreuzproduktes auf. Dazu seien:

Al —def
Ay =qet
A3 =def

Menge aller Vornamen in der Tabelle
Menge aller Namen in der Tabelle

Menge aller Geburtsdaten in der Tabelle

Dann ist (Max,Mustermann, 07.07.1977) € A; X Ay x Az und die Menge aller
Zeilen der Tabelle ist eine Relation R C A7 x Ay x As.

Eine Relation R C Ay x As heif3t bindre Relation.
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Binére Relationen R werde auch in Infix-Notation geschrieben:
TRy <—qget (z,y) €R

Der Ausdruck ,,zRy“ steht dabei fiir die Leseweise: ,,x steht in Relation R zu y.“

Beispiele: Wir betrachten binédre Relationen iiber der Menge A = N.

e R =gt N XN

Ry =aer {(0,0),(2,3),(5,1),(5,3)}

e R3=ger { (n1,m2) | n1 <ng } ={(0,0),(0,1),(1,1),(0,2),...}

o Ry =ger { (n1,m2) | n1 teilt ny } = {(1,2),(2,4),(2,6),(7,0),...}

o R5 =qef { (n1,n2) | 2 teilt [n1 —no| } ={(0,2),(2,2),(1,1),(3,1),...}
o Rg =der { (n1,m2) | 2n1 =n2 } = {(0,0),(1,2),(2,4),(3,6),...}

Die Relationen R3 und R4 sind Ordnungsrelationen. Relation Ry ist eine /[qui—
valenzrelation. Relation Rg ist eine Funktion.

In den folgenden Abschnitten wenden wir uns den im Beispiel erwihnten Relationentypen
systematisch zu.

3.2 Ordnungsrelationen

Ordnungsrelationen extrahieren den mathematischen Gehalt von natiirlichen Ordnungen,
wie sie beispielsweise beim Sortieren bendtigt werden. Dafiir werden die folgenden vier
Begriffe definiert.

Definition 3.1 Fine bindre Relation R C A x A heifst

1. reflexiv 4ot (Ya € A)[(a,a) € R|

2. transitiv <4t (Va,b,c € A)[((a,b) € RA (b,c) € R) — (a,c) € R|

3. antisymmetrisch <>qef  (Va,b € A)[((a,b) € RA(b,a) € R) — a =1)]

4. total et (Va,b € A)la #b— ((a,b) € RV (b,a) € R)]
Die Eigenschaft der Antisymmetrie wird anschaulicher, wenn fiir alle a,b € A die Kontra-
position

a b ((a,b) ¢ RV (b,a) ¢ R)

betrachtet wird. Mit anderen Worten darf fiir verschiedene Elemente a und b héchstens
eines der Paare (a,b) oder (b,a) zu R gehdren. Zu beachten ist weiterhin, dass die Eigen-

schaft der Antisymmetrie nicht Negation der Symmetrie ist, wie sie im Kapitel iiber Aqui-
valenzrelationen eingefiihrt wird.
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Beispiele: Wir iiberpriifen die Eigenschaften fiir die folgenden endlichen Rela-
tionen iiber der Menge A = {0,1,2}:

5
Relation ‘% § E ;5
{ (0,0),(0,1),(0,2),(1,1),(1,2),(2,2) } X | X | X | Xx
{(0,0),(0,1),(2,0),(1,1),(1,2),(2,2) } X X | X
{ (0,0),(0,1),(2,0),(0,2),(1,1),(1,2),(2,2) } X X
{ (0,0),(0,1),(2,0),(0,2),(1,1),(2,2) } X
{(0,1),(2,0),(0,2),(1,1),(2,2) }

{(0,1),(1,2),(0,2) } X | X | x
{ (0,0),(0,1),(1,0),(1,1),(2,2) } X | X

{ (0,0),(0,1),(0,2),(1,1),(2,2) } X | X | x
{(0,1),(1,2),(2,1),(2,0) } X

Durch die Analyse der obigen Beispiele bekommt man ein technisches Gefiihl fiir die Defi-
nitionen. Im Folgenden wollen wir auch die Intuitivitdt von Definition 3.1 durch weitere
Beispiele verdeutlichen.

Beispiele: Die folgenden Beispiele reprisentieren im Allgemeinen unendliche
Relationen.

e Wir betrachten die Relation Ry =gef { (m,n) | m < n } C N2. Zur
Erinnerung halten wir fest: m < n < (3¢ € N)[n = m + ¢]. Dann besitzt
R alle Eigenschaften von Definition 3.1:

— R ist reflexiv, denn fiir alle n € N gilt n =n + 0 bzw. n < n.

Version v0.22 Fassung vom 5. Februar 2010



30 Kapitel 3. Relationen

— R ist transitiv, denn gilt k¥ < m und m < n, so gibt es ¢, co € N mit
m = k+cy sowie n = m+cy und es gilt n = k+ (ca +¢1) bzw. k < n.

— R ist antisymmetrisch, denn gilt m < n und n < m, so gibt es
c1,co € Nmit n =m 4 ¢y sowie m =n+co und mit n =n+ ¢y + ¢
folgt ¢ = co = 0 und mithin n = m.

— R; ist total, denn n —m € N oder m —n € N.

e Wir betrachten die Relation Ry =get { (m,n) | m teilt n }. Auch hier
halten wir zur Erinnerung fest: m teilt n < (3¢ € N)[n = ¢- m|. Fiir Ry
gelten folgende Aussagen:

— Ry ist reflexiv, denn fiir alle n € N gilt n = 1-n bzw. n teilt n.

— Ry ist transitiv, denn teilt k£ die Zahl m und teilt m die Zahl n, so gibt
es c1,cg € Nmit m = ¢; -k sowie n = cg-mund es gilt n = (ca-¢1) - k
bzw. k teilt n.

— Ry ist antisymmetrisch, denn teilt m die Zahl n und teilt n die Zahl
m, so gibt es ¢1,co € N mit n = ¢; - m sowie m = ¢o - n und mit
n=cj-co-n folgt ¢y = co = 1 und mithin m = n.

— Ry ist nicht total, denn weder teilt 2 die Zahl 3 noch teilt 3 die Zahl
2.

e Wir betrachten die Relation Ry =4t { (A, B) | A C B } C P(X)? fiir
eine Grundmenge X. Fiir R gelten folgende Eigenschaften:
— Ry ist reflexiv, denn es gilt A C A fiir alle A C X.
— Rj3 ist transitiv, denn gilt A C B, d.h. (Va € A)la € B], und gilt
B C C, d.h. (Va € B)la € C], so gilt nach dem Kettenschluss auch
(Va € A)laecCl,dh. ACC.

— Rj ist antisymmetrisch, denn mit A C B und B C A gilt A = B.

— Rz ist nicht total, falls [ X|| > 2: Es seien a,b € X mit a # b, dann
gilt {a} N {b} = 0.

Definition 3.2 Es set R C A x A eine bindre Relation tiber A.

1. R heifit Halbordnung (oder partielle Ordnung), falls R reflexiv, transitiv und anti-
symmetrisch ist.

2. R heifst Ordnung (oder totale Ordnung), falls R eine Halbordnung und zusdtzlich
total ist.

3. Ist R eine Halbordnung, so heif$t das Paar (A, R) halbgeordnete (oder partiell geord-
nete) Menge.

4. Ist R eine Ordnung, so heifit das Paar (A, R) geordnete (oder total geordnete)
Menge.

Skriptum zu Mathematische Grundlagen 1



3.2. Ordnungsrelationen 31

Beispiele (Fortsetzung): Fiir die drei Relationen aus obigem Beispiel gilt:

e R; ist eine Ordnung; wir schreiben die geordnete Menge als (N, <).
e Ry ist eine Halbordnung; wir schreiben die halbgeordnete Menge als (N, |).

e Rj ist eine Halbordnung fiir jede Grundmenge X; wir schreiben die halb-
geordnete Menge als (P(X), Q).

Endliche Halbordnungen lassen sich durch HASSE-Diagramme graphisch darstellen. Diese
Diagramme sind wie folgt fiir eine halbgeordnete Menge (A, R) definiert:

e Elemente der Grundmenge A werden durch Punkte (Knoten) in der Ebene dargestellt
e Ist (z,y) € R fiir z # y, so wird der Knoten y oberhalb von Knoten z gezeichnet

e Genau dann, wenn (z,y) € R fiir z # y gilt und es kein z ¢ {x,y} mit (z,z) € R
und (z,y) € R gibt, werden = und y durch eine Linie (Kante) verbunden

Bei dieser Darstellungsform werden gerade alle Paare einer Halbordnung nicht mit dar-
gestellt, deren Zugehorigkeit zur Relation sich wegen der Transitivitit sowieso aus den
anderen Paaren ergeben wiirde. Eine derart vollsténdig reduzierte Relation heiffit auch
transitive Reduktion einer Halbordnung.

Beispiele: Die folgende Abbildung zeigt HASSE-Diagramme fiir die endlichen,
halbgeordneten Mengen ({0, 1,...,6}2% g) und ({1, L 11)2, \)

® \).
@ /& O
- 8 & O o
@
({0,1,...,6}%, <) ({1,...,11}%])

Im Folgenden verwenden wir x <p y fiir (z,y) € R, falls R eine Halbordnung ist.
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Definition 3.3 Es secien R C A x A eine Halbordnung und K C A.
1. Ein Element a € K heifft Minimum (bzw. Maximum) von K, falls a <p b (bzw.
a>gb) fir alle b € K gilt.

2. Ein Element a € A heifit untere Schranke (bzw. obere Schranke) von K, falls a <g b
(bzw. a >R b) fiir alle b € K gilt.

3. Ein Element a € A heifft Infimum (bzw. Supremum) von K, falls a eine untere
Schranke (bzw. obere Schranke) von K und a >g b (bzw. a <pg b) fir alle unteren
Schranken (bzw. oberen Schranken) von K gilt.

Der Unterschied zwischen einer unteren Schranke von K und einem Minimum von K liegt
darin, dass die untere Schranke nicht zur Mengen K gehtren muss, was fiir das Minimum
verlangt ist. Gleiches gilt natiirlich auch fiir obere Schranken von K und einem Maximum
von K. Dariiber hinaus sind Minima, Maxima, Infima und Suprema stets eindeutig, falls
sie iiberhaupt existieren.

Proposition 3.4 FEs seien R C A x A eine Halbordnung und K C A. Existiert das Mini-
mum (Mazimum, Infimum, Supremum) von K, so ist es eindeutig.

Beweis: (nur fiir das Minimum) Es seien a,a’ € K Minima von K. Dann gilt a <p d/,
da a ein Minimum von K ist, und es gilt ¢’ <g a, da @’ ein Minimum von K ist. Wegen
der Antisymmetrie von <pg gilt a = a/. Damit ist die Proposition bewiesen. ]

Die Eindeutigkeit dieser Elemente ermdglicht uns spezielle Notationen einzufiihren:

steht fiir das Minimum von K

)

max(K) steht fiir das Maximum von K
) steht fiir das Infimum von K
)

steht fiir das Supremum von K

Anschaulich ist das Infimum die gréfite untere Schranke und das Supremum die kleinste
obere Schranke. Im Allgemeinen miissen Minimum, Maximum, Infimum und Supremum
nicht existieren.

Beispiele: Folgende Beispiele verdeutlichen die Begriffsbildungen.

e min(()) und max(() existieren fiir keine Halbordnung.
o Essei A=4of Qund R =4et { (m,n) | m <n }. Fiir die Mengen

K+ =def {w\0<x} cA
K_  =gef {x\x<0} CcCA
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gelten die folgenden Aussagen:
— min(K;) und min(K_) existieren nicht
— max(K ) und max(K_) existieren nicht
— Die Menge der unteren Schranken von K ist K_ U {0}
— Die Menge der unteren Schranken von K_ ist ()
— Die Menge der oberen Schranken von K ist ()
— Die Menge der oberen Schranken von K_ ist Ky U {0}
— inf(K;) =max(K_U{0}) =0
— inf(K_) existiert nicht
— sup(K ) existiert nicht
— sup(K_) =min(K; U{0}) =0
e Wir setzen das vorangehende Beispiel fort. Bei verdnderter Grundmenge
A =4t Q\ {0} sowie unverdndertem R, Ky und K_ gelten die folgenden
Aussagen:
— Die Menge der unteren Schranken von K ist K_
— inf(K ) existiert nicht, da K_ kein Maximum besitzt
e Es scien A =q¢f {0,1,...,10} und R =4t { (m,n) | m <n } C Ax A.
Dann gelten folgende Aussagen:
— inf(0) = 10
— sup(P) =0

Definition 3.5 FEs seien R C A x A eine Halbordnung und K C A. Fin Element a € K
heifst minimal (bzw. maximal) in K, falls fir alle b € K gilt: Ist b <g a (bzw. b >r a), so
ist a = b.
Beispiel: Es seien A =g¢f N und R =gef { (m,n) | m teilt n } C A x A. Fiir
K1 —def N und K2 —def N\ {1}
gelten die Aussagen:

e Die Menge der minimalen Elemente von K ist {1}

e Die Menge der minimalen Elemente von K> ist die Menge der Primzahlen

Proposition 3.6 Fs seien R C A x A eine Ordnung und K C A. Ist a € K minimal
(bzw. mazimal) in K, so ist a ein Minimum (bzw. Maximum) von K.

Beweis: (nur fir die Minimalitit) Es sei a € K ein minimales Element. Fiir b € K gilt
a <g b oder b <p a wegen der Totalitdt von R. Gilt b <p a, so folgt a = b (bzw. a <p b)
wegen der Minimalitdt von a. Somit gilt in jedem Fall a <p b fiir alle b € K. Somit ist a
das Minimum von K. Damit ist die Proposition bewiesen. [
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3.3 Aquivalenzrelationen

Definition 3.7 Fine bindre Relation R C A x A heifst
1. symmetrisch <qef  (Ya,b € A)[(a,b) € R — (b,a) € R]

2. Aquivalenzrelation — <=-qo¢ R ist reflexiv, transitiv und symmetrisch

Bei einer Aquivalenzrelation R verwenden wir statt (a,b) € R die Infix-Schreibweise a ~p b
(oder a =g b, a =R b).

Beispiele: Wir iiberpriifen die Eigenschaften fiir die folgenden endlichen Rela-
tionen iiber der Menge A = {0, 1,2}:

5

5| T

2| 2

g | 2 3

Relation qqi) § % =<C§
{(0,1),(1,0),(0,2),(2,0) } X
{ (070)7(071)7(1’0)7(17 1)7(072)’<270)7(272) } X X

{ (0,0),(0,1),(1,0),(1,1),(2,2) } X | X | X | X
{(0,0),(0,1),(1,0),(1,1) } X | X

{(0,0),(0,1),(1,1),(2,2) } X | X

Wir wollen die Intuitivitit des Aquivalenzrelationenbegriff an komplexeren Relationen
verdeutlichen.

Beispiele: Folgende Beispiele sind typisch fiir die Bildung von Aquivalenzre-
lationen.

e Es seien A =4of Menge aller (logischen) Aussagen und

R =q4e { (H,H") | H < H' ist eine Tautologie } C A x A.
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Dann ist R eine Aquivalenzrelation, denn es gelten folgende Aussagen
(z.B. mittels Uberpriifung durch Wertetabellen):

— R ist reflexiv: H < H ist eine Tautologie fiir alle Aussagen H

— R ist transitiv: Sind H < H’' und H' < H" Tautologien, so ist
auch H < H" eine Tautologie (wegen doppelter Anwendung der
Kettenschlussregel)

— R ist symmetrisch: Ist H < H’ eine Tautologie, so ist auch H' « H
eine Tautologie.

e Es sei f: A — B eine beliebige Funktion (mit Argumenten aus A und
Funktionswerten in B). Dann ist die Relation

Ry =aet { (7,y) | f(z)=f(y) JCAxA

ganz offentsichtlich eine Aquivalenzrelation. Zum Beispiel ergeben sich fiir
spezielle Funktionen folgende Aquivalenzrelationen:

— Auf der Menge A =4 Z sei die Funktion f,(x) = mod(x,n) mit
Funktionswerten in der Menge {0, 1,...,n—1} definiert. Dann schrei-
ben wir auch x = y mod n fiir (x,y) € Ry, und sagen ,,x ist kongruent
y modulo n.

— Auf der Menge A aller Worter eines Worterbuches (wobei alle Worter
nur aus Kleinbuchstaben bestehen und keine Umlaute enthalten) sei

f als Funktion definiert, die jedes Wort auf den ersten Buchstaben
abbildet.

Definition 3.8 Es seien R C A x A eine Aquivalenzrelation und x € A ein beliebiges
Element. Dann heif$t die Menge

[2lr =aet { y | (m,y) ER}C A
Aquivalenzklasse von x. Wir nennen = Reprisentant der Aquivalenzklasse.
Beispiel: Wir betrachten die Kongruenz ,, = mod 8 “ auf den ganzen Zahlen.

Dann gilt:

13z = {y|ly=13mod 8}
= {y|mod(y—13,8) =0}
= {...,—11,-3,5,13,21... }
— Bl

Proposition 3.9 Es seien R C A x A eine Aquivalenzrelation und z,y € A. Dann gilt:

1. Ist (z,y) € R, so gilt [z]r = [y]r-

2. Ist (z,y) ¢ R, so sind [x|r und [y|r disjunkt.
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Beweis: Wir beweisen die Aussagen einzeln.

1. Es gelte (z,y) € R, d.h. y € [x]g. Wegen der Transitivitit von R gilt (z,z) € R
fir alle z € [y|gr (d.h. (y,2) € R). Somit gilt [y|rg C [x]r. Wegen der Symmetrie
von R gilt (y,x) € R. Somit kénnen wir analog auch [z]g C [y]r zeigen. Mithin gilt

[z]r = [Y]r-

2. Wir zeigen die Kontraposition der Aussage. Dazu gelte [x]g N [y]r # 0. Dann gibt
es ein z € A mit z € [z]g und 2z € [y|g bzw. (z,z) € R und (y,z) € R. Wegen der
Symmetrie von R gilt (z,y) € R. Wegen der Transitivitit gilt somit (z,y) € R.

Damit ist die Proposition bewiesen. ]

Definition 3.10 Es sei R C A x A eine Aquivalenzrelation. Eine Menge K C A heifit
Représentantensystem von R, falls folgende Bedingungen erfillt sind:

1. Fir alle k‘l,kg e K mit ky 75 ko gilt (kl,kg) ¢ R.

2. A= K.
keK
Beispiel: Wir betrachten die Kongruenz ,, = mod 8 “ auf den ganzen Zahlen.

e {0,1,2,3,4,5,6,7} ist ein Reprisentantensystem
e {8,1,2,19,—4,13,6,7} ist ebenfalls ein Repréisentantensystem

Die zu einem Reprisentantensystem gehérenden Aquivalenzklassen bilden eine Partition
der Grundmenge. Zur Erinnerung (sieche Ubungsblatt 8 fiir den endlichen Spezialfall): Eine
Mengenfamilie F C P(A) heiBt Partition von A, falls F nur paarweise disjunkte Mengen
enthilt sowie die Vereinigung iiber alle zu F gehtrenden Mengen gerade A ergibt.

Korollar 3.11 FEs seien R C A x A eine Aquivalenzrelation und K C A ein Reprisentan-
tensystem von R. Dann bilden die Aquivalenzklassen (der Elemente) von K eine Partition
von A.

Beweis: Wegen (ki,ko) ¢ R fir k1,ko € K mit k1 # ko (die erste Eigenschaft eines
Repésentantensystems) folgt aus Proposition 3.9:

[k1]r N [k2]r =10

Aus der zweiten Eigenschaft eines Reprisentantensystem folgt fiir K weiterhin

U [kl = A.

keK
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Somit ist die Mengenfamilie { [k]g | kK € K } eine Partition von A. Damit ist das Korollar
bewiesen. ]

Proposition 3.12 Es sei F C P(A) eine Partition von A. Dann ist die Relation
RCAx A mit
(r,y) E R <=qof (AX € F)lz e X Ny € X]

eine Aquivalenzrelation.

Beweis: Wir iiberpriifen die Eigenschaften von Aquivalenzrelationen:
e R ist reflexiv: Fiir jedes x € A gibt es ein X € F mit x € X, da F eine Partition ist.
Somit gilt (z,x) € R.

e R ist transitiv: Es seien (z,y) € R und (y,z) € R. Dann gibt es X1, Xo € F mit
x,y € X1 sowie y,z € Xo. Mithin gilt y € X7 N Xs. Also sind X; und X5 nicht
disjunkt. Da F eine Partition ist, gilt folglich X; = X5. Somit gilt =,z € X;. Es
folgt (x,2) € R.

e R ist symmetrisch: Ist (z,y) € R, so gilt x,y € X fiir ein geeignetes X € F. Also
gilt auch (y,z) € R.

Damit ist die Proposition bewiesen [

3.4 Funktionen und Abbildungen

In diesem Abschnitt fiihren wir Begriffe ein, die Funktionen, oder synomym Abbildun-
gen, als spezielle Relationen zwischen Mengen von Argumenten und Mengen von Werten
charakterisieren.

Definition 3.13 Fine bindre Relation R C A x B heifit

1. linkstotal <4t (Vz € A)(Jy € B)[(z,y) € R]
2. rechtseindeutig <=4 (Vz € A)(Vy,z € B)[((z,y) € RA(z,2) € R) — y = 2]
3. rechtstotal <4t (Vy € B)(3z € A)[(z,y) € R]

(

4. linkseindeutig ~— <=qef (Vz,y € A)(Vz € B)[((z,2) € RA(y,2) € R) = x =y
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Beispiele: Wir iiberpriifen die Eigenschaften fiir die folgenden endlichen Rela-
tionen iiber den Mengen A = {1,2,3} und B = {1,2,3,4}:

~ 12| =]z

18| 5|k
Relation = | 38 g | =
{(1,1),(1,2),(2,2) } ‘,/\./'.'.
{(1,1),(1,2),(2,2),(3,3) } .A.f/. X
{(1,1),(2,1) } ‘[/.°.'. X
{(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(2,4) } AN .' X
{(1,1),(1,2) } .,/\.'.°. X
{(1,1),(1,2),(2,2),(3,3),(3,4) } AL A | x X

{ (171)’(272)7(372) } .f.‘f/.‘. X X
{(1,1),(1,2),(L.3),(1,4) } AN X | x

e ©°
{(1,1),(2,2),(3,3) } /.f.f. X | X X

Definition 3.14 Es sei R C A x B eine bindre Relation.
1. R heifst (totale) Funktion, falls R linkstotal und rechtseindeutig ist.

2. R heifit partielle Funktion, falls R rechtseindeutig ist.
Beispiele: Wir diskutieren an folgenden Relationen die Funktionenbegriffe.
e Die Relation R =4¢r { (1,1),(2,2),(3,2) } C {1,2,3} x {1,2,3,4} ist eine

Funktion.
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Die Relation R =ger { (1,1),(2,1) } € {1,2,3} x {1,2,3,4} ist eine parti-
elle Funktion. Fassen wir R jedoch als Teilmenge von {1,2} x {1,2,3,4}
auf, so ist F' eine Funktion.

Die Relation R =4¢f { (z,y) | y = |z| } € Z x N ist eine Funktion.
Die Relation R =q¢t { (y,2) | y = |z| } € N x Z ist keine Funktion.

Die folgende Methode einer in Java implementierten Klasse (siehe auch
Ubungsblatt 9)

int gcd(int x, int y) {
if (y==0) return x;
if (y>x) return gcd(y,x);
return gcd(y,x%y);

}

ist eine partielle Funktion als Teilmenge von int? x int, wobei wir gcd
als Relation { (z,y,2) | z = gcd(z,y) } auffassen.

In Java gilt mod(—1, —2) = —1, d.h. (—1) % (—2) wird zu —1 ausgewertet.
Damit wird beim Methodenaufruf gcd(—1, —2) erst rekursiv ged(—2, —1)
und dann wieder gcd(—1, —2) aufgerufen. Somit terminiert ged(—1, —2)
nicht, und es gibt folglich kein z € int mit (—1, —2, z) € gcd. Die Methode
ist also nicht linkstotal. Die Rechtseindeutigkeit ist gegeben (wenn der ver-
wendete Java-Compiler und die verwendete Java Virtual Machine korrekt
sind).

Fiir Funktionen werden iiblicherweise eigene Schreibweisen verwendet (wie im letzten der
obigen Beispiele):

e Funktionen werden haufig klein geschrieben: f C A x B.

e Statt f C A x B schreiben wir auch f: A — B; statt (a,b) € f schreiben wir auch
fa) = b.

e Kompakt notieren wir eine Funktion als f : A — B : a +— f(a); fiir den dritten Fall
in den obigen Beispielen schreiben wir also z.B. f: Z — N:z — |z|.

Funktionen werden weiterhin danach klassifiziert, welche Eigenschaften sie zusétzlich zur
Linkstotalitédt und Rechtseindeutigkeit erfiillen.

Definition 3.15 FEine Funktion f: A — B heifst

1. surjektiv <=4et f ist rechtstotal
2. injektiv = <=-qer f ist linkseindeutig

3. bijektiv  <=-qet [ ist rechistotal und linkseindeutig
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Beispiele: Folgende Funktionen verdeutlichen die Begriffsbildung.

e Die Funktion f:7Z — N: x — |z| ist surjektiv, aber nicht injektiv.
e Die Funktion f : N — Z: 2 — a2 ist injektiv, aber nicht surjektiv.

e Die Funktion f:7Z — Z : x — —ux ist bijektiv.

Wichtige Begriffe zur Beschreibung der Eigenschaften surjektiver, injektiver und bijektiver
Funktionen sind die Bild- und Urbildmengen.

Definition 3.16 FEs seien f: A — B eine Funktion, Ag C A und By C B.
1. Die Menge f(Ao) C B ist definiert als
f(Ao) =aef { b | (3a € Ao)[f(a) =b] }  det= { fla) | a€ Ao}

und heifit Bild(menge) von Ay unter f. Die Elemente von f(Ag) heiffen Bilder von
Ag unter f.

2. Die Menge f~1(By) C A ist definiert als

S7HBo) =det { a | Bbe Bo)[f(a)=b] } at= {alfla)eBy}

und heift Urbild(menge) von Bg unter f. Die Elemente von f~1(Bg) heifien Urbilder
von By unter f.

Beispiele: Wir verdeutlichen Bilder und Urbilder exemplarisch.

e Es sei die Funktion f =g¢f { (1,1),(2,2),(3,2) } € {1,2,3} x {1,2,3,4}
gegeben. Unter anderem koénnen folgende Bildmengen gebildet werden:

f{1y) = {13
f{1,2h) = {1,2}
f({1’2’3}) = {1’2}

Beispiele fiir Urbildmengen sind unter anderem:

7y = {1
f_l({172}) = {13233}
f7HBy = 0

e Es sei die Funktion f : Z — N : z — |z| gegeben. Die Bildmenge das
ganzzahligen Intervalls [—1, 1] unter f ist:

f([_la 1]) = f({_1707 1}) = {07 1}
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Die Urbildmengen zu {2} und [2, 4] unter f sind wie folgt:

{2 = {-2,2}
42,4 = {-4,-,3,-2,2,3,4}

Proposition 3.17 Es seien A und B endliche Mengen und f : A — B eine Funktion.

Dann gilt:
lal=>_ £ @l

beB

Beweis: Da f eine Funktion ist, bildet die Mengenfamilie { f='({b}) | b € B } eine
Partition von A. Damit folgt

1A= 1 el

beB

und die Proposition ist bewiesen. [

Das folgende Lemma ergibt sich unmittelbar aus den Definition der Funktioneneigenschaf-
ten. Der Beweis bleibt dem Leser zur Ubung iiberlassen.

Lemma 3.18 FEs sei f: A — B eine Funktion. Dann gilt:
1. f ist surjektiv <= (vbe B) [ || f71({b})|| = 1]

2. fistinjektiv < (Voe B)[ ||f71{o})| <1]

3. f ist bijektiv <= (vbe B)[ ||F1({b})||=1]

Wihrend das vorangegangene Lemma eine Charaktiersierung der Eigenschaften fiir eine
konkrete Funktion angibt, stellt Theorem 3.19 eine Beziehung zwischen Mengen mit Hilfe
von Funktioneneigenschaften her. Das durch das Theorem beschriebene Abzahlprinzip ist
eine fundamentale Technik beim Losen kombinatorischer Fragestellungen.

Theorem 3.19 Es secien A und B nicht-leere, endliche Mengen. Dann gilt:
1. Es gibt eine surjektive Funktion f : A — B <= ||A]| > ||B]|

2. Es gibt eine injektive Funktion f : A— B < ||A| < | B|

3. Es gibt eine bijektive Funktion f : A— B < ||A| =B
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Beweis: Wir beweisen die Aquivalenzen im Block.

(«<): Es seien A = {ay,...,a,} und B = {by,...,b,} endliche Mengen. Wir definieren
eine Funktion f: A — B wie folgt fiir a; € A:

Fai) = b; fallsi<m
7t ) py fallsi > m

Dann gelten folgende Aussage in Abhéngigkeit von A und B:

1. Ist ||Al| > || B]|, d.-h. n > m, so ist f surjektiv
2. Ist ||A|| < ||BJ], d.h. n < m, so ist f injektiv
3. Ist ||A]| = || B]|, d.h. n = m, so ist f bijektiv

(=): Essei f: A— B eine Funktion. Dann gelten folgende Aussagen:

1. Ist f surjektiv, so gilt nach Proposition 3.17 und Lemma 3.18.1:

A=) = Y1 =Bl

beB beB

2. Ist f injektiv, so gilt nach Proposition 3.17 und Lemma 3.18.2:

1A =St < Y 1 =B

beB beB

3. Ist f bijektiv, so gilt nach Proposition 3.17 und Lemma 3.18.3:

1AL ="l o) =S 1 =118l

beB beB

Damit ist das Theorem bewiesen []

Theorem 3.20 Es seien A und B endliche Mengen mit ||A|| = ||B|| > 0. Dann sind
folgende Aussagen dquivalent:

1. f ist surjektiv
2. f ist injektiv

3. f ist bijektiv
Die logische Struktur des Theorems besagt, dass entweder alle Aussagen gelten oder keine.
Beweis: Wir zeigen die paarweise Aquivalenz aller Aussagen iiber einzelne Implikationen.

e (3) = (1): Ist f bijektiv, so ist f surjektiv (nach Definition).
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* (3)

= (2): Ist f bijektiv, so ist f injektiv (nach Definition).
(1) = (3): Es sei f surjektiv, d.h. fiir alle b € B gilt || f~*({b})|| > 1 (nach Lemma
3.18.1). Dann gilt nach Proposition 3.17 und der Voraussetzung:
1Al =Y 1L ol = 1B = 1Al

beB
Somit gilt || f~1({b})|| = 1 fiir alle b € B. Folglich ist f bijektiv (nach Lemma 3.18.3).

o (2
3.

= (3): Es sei f injektiv, d.h. fiir alle b € B gilt ||f~1({b})|| < 1 (nach Lemma

) =
18.2). Dann gilt nach Proposition 3.17 und der Voraussetzung:

1A =Y I eI < 1181 = |IA]
beB

Somit gilt || f~1({b})|| = 1 fiir alle b € B. Folglich ist f bijektiv (nach Lemma 3.18.3).

Damit ist das Theorem bewiesen. []

Fiir eine Relation R C A x B definieren wir die Umkehrrelation R~ C B x A wie folgt:

R =aet { (y,2) | (z,y) € R }

Die folgende Proposition ist einfach an Hand der Definitionen einzusehen.

Proposition 3.21 FEs sei R eine bindre Relation. Dann gelten die folgenden Aussagen:

1. R ist linkstotal R~ ist rechtstotal

2. R ist rechtseindeutig R~ ist linkseindeutig

3. R ist rechtstotal R~ ist linkstotal

[

4. R ist linkseindeutig R~ ist rechtseindeutig

Korollar 3.22 Ist f eine bijektive Funktion, so ist die Umkehrrelation =1 eine bijektive
Funktion.

Definition 3.23 FEine Funktion f heifit invertierbar (umkehrbar), falls die Umkehrrela-
tion f~1 eine Funktion ist.

Korollar 3.24 Fine Funktion f ist genau dann invertierbar, wenn f bijektiv ist.
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Eine wichtige Operation auf Funktionen ist die Hintereinanderausfihrung (oder auch Ver-
kettung, Superposition oder Komposition in anderen Zusammenhéngen): Fiir Funktionen
f:A— Bund g : B — C definieren wir die Funktion go f : A — C wie folgt fiir alle
x e A

(90 f)(x) =det 9(f(z))

Beispiele: Wir beleuchten im Folgenden Aspekte der Hintereinanderausfiih-
rung exemplarisch.

e Fiir die beiden Funktionen f : NxN:z+ 22 und g : N x N : z > 2% gilt

(go fllx) = g(f(x) = g(=?)

(fog)z) = [flg(z)) = f(2%)

Mithin gilt go f # f o g, denn wir erhalten (go f)(3) = 2° = 512 und
(fog)(3) =20=64.

e Wodurch unterscheiden sich Klassen- und Instanzenmethoden in Java

(ohne Nebeneffekte) mathematisch? Zur Veranschaulichung sei dazu eine
Methode method einerseits als Klassenmethode

(%) _ 9a®

=2
_ (21)2 _ 22:0

public static int method (int x, int y)
und andererseits als Instanzenmethode
public int method (int x, int y)

deklariert. Im ersten Fall beschreibt die Methode eine Funktion
method : int X int — int.
Im zweiten Fall dagegen wird eine Funktion
method : S X int X int — int

beschrieben, wobei S fiir die Menge der verfiigharen Speicheradressen
steht. Bei der Instanziierung eines Objektes obj aus der entsprechenden
Klasse ordnet die Java Virtual Machine eine Adresse s(obj) € S zu, d.h.
die Instanzenmethode wird dann zu einer Funktion

obj.method : int X int — int : (z,y) — method(s(obj), z,y)

als Hintereinanderausfithrung der Funktionen s und method.

Proposition 3.25 FEs seien f: A — B und g : B — C beliebige Funktionen.
1. Sind f und g injektiv, so ist g o f injektiv.

2. Sind f und g surjektiv, so ist go f surjektiv.

3. Sind f und g bijektiv, so ist g o f bijektiv.
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Beweis: Wir zeigen die Aussagen einzeln.

1. Es seien f und g injektive Funktionen. Wir miissen zeigen, dass g o f linkseindeutig
ist. Dazu seien x,y € A beliebig mit (g o f)(x) = (g o f)(y) € C. Da g injektiv ist,
folgt aus g(f(x)) = g(f(y)) die Gleichheit f(z) = f(y). Da auch f injektiv ist, folgt
aus f(z) = f(y) wiederum die Gleichheit z = y. Mithin ist g o f linkseindeutig und
also injektiv.

2. Esseien f und g surjektive Funktionen. Wir miissen zeigen, dass go f rechtstotal ist.
Es sei € C beliebig. Da g surjektiv ist, gibt es ein y € B mit y € g~ *({z}) C B,
d.h. g(y) = z. Da auch f surjektiv ist, gibt es ein 2 € A mit z € f~1({y}) C A,
d.h. f(2) = y. Insgesamt erhalten wir also

(g0 f)(z) = 9(f(2)) = g(y) = =.

Somit gilt ||(gof)~t({z})|| > 1 fiir alle € C. Mithin ist go f surjektiv (nach Lemma
3.18.1).

3. Direkte Folgerung aus der ersten und der zweiten Aussage dieser Proposition.

Damit ist die Proposition bewiesen. ]
Fiir eine Menge A heifit die Funktion ids : A — A : x — x Identitdtsfunktion von A.

Proposition 3.26 Es sei f : A — B eine bijektive Funktion. Dann gilt f~ o f =id4 und
fofl=idp.

Beweis: Es geniigt f~!of = ida zu zeigen (da wir f und f~! vertauschen kénnen). Es gilt
flof:A— Awegen f: A— Bund f~': B — A. AuBerdem gilt f~1({f(2)}) = {z},
da f bijektiv ist. Somit gilt f~1(f(z)) = x fiir alle x € A, d.h. f~!' o f = id4s. Damit ist
die Proposition bewiesen. [ |
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Induktion 4

4.1 Volistandige Induktion

Die vollstandige Induktion ist ein Beweisprinzip, um eine mit dem Allquantor versehene
Aussage iiber dem Universum der natiirlichen Zahlen zu beweisen. Die Korrektheit des
Beweisprinzips haben wir im Kapitel 1 bewiesen. Zur Erinnerung zitieren wir das entspre-
chende Theorem 1.4 noch einmal als folgendes Theorem (aber ohne Beweis).

Theorem 4.1 Es sei A(n) eine Aussageform mit der freien Variable n iber dem Univer-
sum der natirlichen Zahlen. Dann ist die Aussage

<A<o> A (¥msn > 0)[A(n — 1) — A(n>]> ~ (Y)[Am)]

allgemeingiiltig.

Die Anwendung von Theorem 4.1 als Beweisverfahren erfolgt in zwei Schritten:

e Induktionsanfang (IA): Zeige A(0).

o Induktionsschritt (IS): Zeige A(n) fir ein allgemeines n > 0 unter der Annahme
(Induktionsvoraussetzung, IV), dass A(n — 1) als wahr angenommen wird. (Dies ent-
spricht dem wichtigen Fall fur die Giiltigkeit der Implikationen A(n — 1) — A(n).

Wir wollen im Folgenden die vollsténdige Induktion an Beispielen, die wir als Propositionen
beschreiben, demonstrieren.

Proposition 4.A Fir alle n € N gilt (n+ 1)! > 2",

Bevor wir den Induktionsbeweis angeben, wollen wir die Beziehung zwischen der Aus-
sage der Proposition und Theorem 4.1 beschreiben: Die gegebene Aussageform iiber dem
Universum N ist

A(n) =get » (n+ 1)1 >27«

Beweisen wollen wir die universelle Aussagen (¥n)[A(n)]. Dafiir iiberpriifen wir im Induk-
tionsanfang die Aussage A(0) und im Induktionsschritt die Implikation A(n — 1) — A(n)
fiir n > 0. Die Induktionsvoraussetzung ist dann also A(n — 1) = ,, n! > 2"~ “ die wir
tatsdchlich stets bilden kénnen, da n > 0 gilt.
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Beweis: (Induktion iiber n)

e Induktionsanfang: Fiir n =0 gilt (0+1)! =1>1=2° d.h. A(0) ist wahr.

o Induktionsschritt: Fiir n > 0 gilt

(n+1)! = (n+1)-n! (nach Definition von n!)
> (n+1)-2771 (nach Induktionsvoraussetzung)
> 2.9771 (dan>1)

Mithin ist A(n) wahr unter der Annahme, dass A(n — 1) wahr ist.

Damit ist die Proposition bewiesen [

Proposition 4.B Fiir alle n € N gilt logy(n + 1) < n.

Beweis: (Induktion iber n)

e Induktionsanfang: Fiir n = 0 gilt log,(0+ 1) =0 < 0.

o Induktionsschritt: Fiir n > 0 gilt

loga(n+1) < logy(2n) (dan>1)
> 1+logyn (nach Induktionsvoraussetzung)
> 14+ (n—1) (dan>1)
= n
Damit ist die Proposition bewiesen [

4.2 Erste verallgemeinerte Form der vollstandigen Induktion

Mitunter geniigt es nicht im Induktionsanfang nur den Fall n = 0 zu betrachten, sondern
es miissen mehrere, aber nur endlich viele Einzelfille iiberpriift werden. Die Korrektheit
des zugehorigen verallgemeinerten Beweisprinzips halten wir in folgendem Theorem (ohne
Beweis) fest.

Theorem 4.2 FEs seien A(n) eine Aussageform mit der freien Variable n iber dem Uni-
versum der natirlichen Zahlen und ng € N. Dann ist die Aussage

((Vn; n < ng)[A(n)] A (Yn;n > ng)[A(n—1) — A(n)]> — (Yn)[A(n)]

allgemeingiiltig.

Skriptum zu Mathematische Grundlagen 1



4.2. Erste verallgemeinerte Form der vollsténdigen Induktion 49

Die Anwendung von Theorem 4.1 als Beweisverfahren sieht diesmal wie folgt aus:

e Induktionsanfang (IA): Zeige A(0), A(1),...,A(ng). (Da ng fest ist, sind dies nur
endlich viele Félle.)

o Induktionsschritt (1S): Zeige A(n) fiir ein allgemeines n > ng unter der Annahme
(Induktionsvoraussetzung, IV), dass A(n — 1) als wahr angenommen wird.

Der Fall ng = 0 entspricht gerade der Standardform der vollstéindigen Induktion.

Wir betrachten wiederum Beispiele fiir diese Form des Induktionsbeweises. Ein typischer
Fall hierbei sind Aussagen, die nicht fiir alle natiirlichen Zahlen gelten.

Proposition 4.C Fir alle n € N mit n > 4 gilt n! > 2™.
Diese Proposition kann nicht auf alle natiirlichen Zahlen n > 3 ausgedehnt werden, da

3l =6 < 8 =23 gilt.

Die logische Struktur des Indukionsbeweises im Induktionsanfang ist hier so, dass die
Aussageform A(n) gerade

A(n) —def ,,7124 - n‘22n “

ist und ng = 4 gesetzt werden kann. Beweisen wollen wir die Aussage (Vn)[A(n)]. Wegen
der Implikationsstruktur von A(n) sind die Aussagen A(0), A(1), A(2), A(3) trivialerweise
wahr. Als einziger Fall miissen wir also im Induktionsanfang A(4) iiberpriifen.

Beweis: (Induktion iber n)

o Induktionsanfang: Fiir n = 4 gilt 4! = 24 > 16 = 2%,

o Induktionsschritt: Fiir n > 4 gilt

n!l = n-(n—1)! (nach Definition von n!)
> p.2nl (nach Induktionsvoraussetzung)
> 2.277! (dan>1)
Damit ist die Proposition bewiesen. ]

Es ist jedoch nicht immer so einfach ein geeignetes ng zu wihlen, um eine Aussage mittels
Induktion zu beweisen.

Beispiel: Wir betrachten folgende Fragestellung: Gegeben k € N, fiir welches
no € N gilt die Aussage: Fir alle n € N mit n > ng gilt n < 27?2
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Zunéchst versuchen wir ng so zu bestimmen, dass der Induktionsschritt funk-
tioniert:

o Induktionsschritt: Fiir n > ng gilt

n = (n—1)+1
S | (nach Induktionsvoraussetzung)
< gnrlmk pono=k(falls ng die Ungleichung 1 < 270~ erfiillt)
< gnlk g1k (dan—1>ng)
= onk

Der Induktionsschritt kann also fiir jedes ng > k durchgefiihrt werden. Setzen
wir allerdings ng = k, so gilt im Induktionsanfang k& < 2F~* lediglich fiir
k €{0,1}. Wir miissen also ein ng so finden, dass

2<k<ng< 2k

gilt. Durch Experimentieren erhilt man z.B. als Ansatz ng = k2. In der Tat
gelingt der Induktionsanfang mit dieser Wahl.

o Induktionsanfang: Fiir n = ng = k? gilt zunschst

2logok < k-logyk (da k > 2)
< k-(k-1) (nach Proposition 4.B)
= K-k

Damit gilt k% = 2log, k < ok*—k

Wir konnen die Aussage also fiir alle n > k? beweisen.

Proposition 4.D Es sei k € N. Dann gilt n < 2% fir alle n € N mit n > k? .

Der Induktionsbeweis ergibt sich aus obigem Beispiel.

4.3 Zweite verallgemeinerte Form der vollstandigen Induktion

Mitunter geniigt im Induktionsschritt fiir n nicht die Riickfiihrung auf n — 1.
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Das Induktionsprinzip kann auch dahingehend verallgemeinert werden (ohne Beweis).

Theorem 4.3 Es seien A(n) eine Aussageform mit der freien Variable n iber dem Uni-
versum der natirlichen Zahlen und ng € N. Dann ist die Aussage

((\m;n < no)[AM)] A (¥nin > no) [(Vimsm < m)[A(m)] — A(n)]) (V) [Am)]
allgemeingiiltig.

Die Anwendung von Theorem 4.3 als Beweisverfahren sieht hier wie folgt aus:

o Induktionsanfang (IA): Zeige A(0), A(1),..., A(no).
o Induktionsschritt (1S): Zeige A(n) fiir ein allgemeines n > ny unter der Annahme
(Induktionsvoraussetzung, IV), dass A(m) fiir alle m < n gilt.
Wir betrachten wiederum Beispiele fiir diese Form des Induktionsbeweises. Ein typischer
Fall fiir die Form des induktiven Beweises sind komplexere Rekursionen.
Die Folge der FIBONACCI-Zahlen definieren wir in der folgenden Form:
Fo =aqer 1,
Fi =qet 2,
Fyn =gt Fn-1+ Fno fir n > 2.

Die ersten Zahlen dieser Folge sind 1,2, 3,5,8,13,21, 34,55, .... Wir wollen mittels Induk-
tion beweisen, dass die Folge der FIBONACCI-Zahlen exponentiell wéchst.

n
5+1
Proposition 4.E Fiir allen € N gilt F,, > <\[2+ ) .

Beweis: (Induktion iber n)

Va1 i1\
o Induktionsanfang: Firn < 1gilt Fp =1 > ( + > und F} =2 > ( + ) .

o Induktionsschritt: Fiir n > 1 erhalten wir

I = Fno1 4 Fno (nach Definition von F,)
n—1 n—2
5+1 541
> (f;_ ) + (f;_ > (nach Induktionsvoraussetzung)
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Damit ist die Proposition bewiesen. [

An einem weiteren Beispiel wollen wir auch auf die Fallstricke hinweisen, die zu fehlerhaften
Induktionsbeweisen fithren kénnen.

Beispiel: Wir zeigen folgende, empirisch ganz offensichtlich falsche Aussage:

Alle Personen in einer Menge X von || X|| = n > 0 Personen sind
gleich grofs.

Wir beweisen diese Aussage mittels der zweite verallgemeinerten Form der
vollstéindigen Induktion iiber n.

e Induktionsanfang: Fiir n = 1 ist die offensichtlich wahr.

e Induktionsschritt: Fiir n > 1 sei X eine beliebige Menge mit || X|| = n
Personen. Dann zerlegen wir X in Mengen Y und Z mit folgenden Eigen-
schaften:

1. X=YUuZ

2. |YnZz|=1

3. Y[ < 1 X]]

4 Z] < X1l
Nach Induktionsvoraussetzung folgt aus der Eigenschaft ||Y| < |X||,
dass alle Personen in Y gleich grofl sind. Hierbei ist zu beachten, dass
1 <||Y|| € n—1 gilt; wir diirfen also die Induktionsvorausetzung anwen-
den. Gleichfalls folgt nach Induktionsvoraussetzung aus der Eigenschaft
| Z]] < || X]||, dass alle Personen in Z gleich grof} sind. Da Y N Z # ) gilt,
gibt es eine Person in beiden Mengen Y und Z, zu der alle Personen der

beiden Mengen gleich grof§ sind. Wegen y U Z = X sind alle Personen in
X gleich grof.

Damit wire die Aussage bewiesen, hitten wir nicht einen Fehler gemacht. Wo
liegt er?
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4.4 Strukturelle Induktion

Wir wollen das Induktionsprinzip zu einer Beweismethode iiber induktiv definierten Men-
gen erweitern. Dabei fithren wir nur den Spezialfall mittels einer Operation aus.

Definition 4.4 Es sei f : A" — A eine n-stellige Funktion (Operation). Dann sind die
Abbildungen T'y : P(A) — P(A) sowie ch : P(A) — P(A) fiir alle k € N wie folgt definiert
(fir BC A):

T5(B) =at TEY(B) U {f(al,...,an) | al,...,aneF’Ji’l(B)}

Die Menge I'¢(B) heifit Abschluss von B unter f.

Anschaulich gehoren zur Menge I'¢(B) alle diejenigen Elemente von A, die sich durch eine
endliche Anzahl von Hintereinanderausfiihrungen der Operation f aus den Elementen der
Menge B konstruieren lassen.

Beispiele: Wir wollen Definition 4.4 an Beispielen nachvollziehen.
e Wenn wir die Operation inc : N — N : n — n 4+ 1 betrachten, so gilt:
{0}) = {0}
Tic({0}) = {0} u {1} = {01}
{0}) = {0,1} U {1,2} = {0,1,2}
( ) = {07172} U {17273} = {0717273}

F{Cnc({o}) = {07 ... k}

FinC({O}) = N

Der Beweis der Gleichheit T ({0}) = {0,1,...,k} fiir alle ¥ € N kann

mc
mittels vollstindiger Induktion iiber k gefiihrt werden.

e Wenn wir die Operation + : N> — N : (n,m) — n+m betrachten, so gilt:

(1) = {1}
Dac({1}) = {1} U {2} = {1,2}
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F12nc<{1}) = {172} U {27374} = {17273a4}
r.({1}) = {1,2,3,4} U {2,3,4,5,6,7,8} = {1,2,3,4,5,6,7,8}

The({1}) {1,2,...,2%}

Tinc({1}) = Ny

Auch hier kann der Beweis der Gleichheit T ({1}) = {1,2,...,2*} fiir
alle k € N mittels vollstdndiger Induktion {iber k gefithrt werden.

Definition 4.5 FEine Menge B C A heifit endlich erzeugt (oder induktiv definiert) aus
By C A, falls es eine Funktion f: A" — A gibt mit B =T'¢(By).

Fiir endlich erzeugte Mengen kénnen wir das Beweisprinzip der strukturelle Induktion
formal angeben (ohne Beweis).

Theorem 4.6 Es sei B eine endlich erzeugte Menge aus By mittels f. Es sei A(x) eine
Aussageform mit der freien Variablen x tiber dem Universum B. Dann ist die Aussage

(v € BOLA@) A (ki > 0)[t¥ € T4 (Bo))[A)] — (v € TH(B)A)]) )
~ (va € B)lA(x)

allgemeingiiltig.

Die Anwendung dieser recht komplizierten Formulierung als Beweisprinzip ist wie folgt:

o Induktionsanfang (IA): Zeige A(x) fiir alle x € By.

e Induktionsschritt (IS): Zeige A(x) fiir ein allgemeines z € B\ By unter der Annahme
(Induktionsvoraussetzung, IV), dass A(y1), ..., A(yn) fir x = f(y1,...,yn) gilt. (Hier
ist unter technischen Gesichtspunkten darauf zu achten, dass yi,...,y, einfacher
sind, d.h. ist z € F'I;(BU), SO MUSS Y1,...,Yn € F’;fl(Bo) gelten.)

Zum Abschluss wollen wir uns ein Beispiel fiir die in der Informatik typische konstruktive
Vorgehensweise anschauen.

Eine wichtige Datenstruktur in der Informatik sind Bin&drbdume als Verallgemeinerung
von Listen. In einer Liste hat jedes Element bis auf das letzte genau einen Nachfolger und
jedes Element bis auf das erste genau einen Vorgénger. Verlangt man nur die Eigenschaft
das jedes Element bis auf eines genau einen Vorgénger besitzt (und Kreise ausgeschlossen
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werden), gelangt man zu Baumen. Eine Sonderklasse von Béumen sind volle, gewurzelte
Bindrbdume. Eine Beispiel ist der folgende Baum:

Die Menge aller vollen, gewurzelten Bindrbdume kann man wie folgt induktiv definieren.
Biume sind Tripel (V, E,r), wobei V fiir die Menge der Knoten, E C V? fiir die Menge
der Kanten sowie r € V fiir die Wurzel stehen. Wir geben nun eine Menge By und eine
Operation f an:

By =aet { ({r},0,7)|r€eN}
f((‘/l,El,Tl),(VQ,EQ,T‘Q)) —def (‘/1UVQU{T},ElUEQU{(T‘,T’l),('I",'I"Q)},T’),
wobei V1 NV, = () sowie r ¢ V4 U Vs gilt

Die Menge der vollen, gewurzelten Bindrbaume ist dann gerade die Menge I't(By).

Bevor wir unseren zu beweisende Eigenschaften formulieren, fithren wir noch zwei Begriffe
ein. Es sei T'= (V, E, r) ein voller, gewurzelter Bindrbaum. Ein Element v € V heifit Blatt,
falls es kein u € V mit (v,u) € E gibt; sonst heiit v innerer Knoten.

Proposition 4.F Fir einen vollen, gewurzelten Bindrbaum T seien nr die Anzahl inne-
rer Knoten und mrp die Anzahl der Bldtter. Dann gilt stets np = mp — 1.

Beweis: (Induktion iber den Aufbau der Bdume)

e Induktionsanfang: Ist T = ({r},0,r), so gilt np = 0 und mp = 1.

o Induktionsschritt: Es sei T = f(T1,T3) fir geeignete Bdume 77 = (V4, E1,71) und
Ty = (Va, E2,79). Dann gilt insbesondere, dass die Blétter bzw. inneren Knoten von
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Ty und Ty auch Blétter bzw. innere Knoten von T sind, da in T nur die Paare (r,rq)
und (r,72) hinzukommen. Mithin gilt:

nyr = np +np+1 (r ist ein innerer Knoten von T')
= (mp —1)+(mp—1)+1 (nach Induktionsvoraussetzung)
= (mn, +mp) -1

= mT—l

Damit ist die Proposition bewiesen. [ |
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