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Vollstéandige Induktion: einfachste Struktur

Problem:

Wie weisen wir nach, dass alle natiirlichen Zahlen eine bestimmte
Eigenschaft E besitzen bzw. die Aussage E(n) fiir alle n € N gilt?

Vollstandige Induktion (von n — 1 nach n)
(IA) (Induktionsanfang) Gilt £(0) und

(IS) (Induktionsschritt) folgt fiir alle n > 0 die Aussage E(n) aus der
Tatsache, dass E(n — 1) gilt (Induktionsvoraussetzung),

so gilt E(n) fiir alle n € N,
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Vollstéandige Induktion: Geometrische Reihe

Wollen mittels vollstandiger Induktion zeigen:

Fiir alle reellen Zahlen g > 0 mit g # 1 und fiir alle n € N gilt

. n+11
Z ql_q 1 -

Definiere a, =gef Z;’:o qi

(IA) Firn=0gilt ag =1= qH L (fir g #1)
(IS) Fiir n > 0 gilt
an = apn-1+4q" (nach Definition von ap)
= % n (nach Induktionsvoraussetzung)
_  §"=14(g=1)¢" _ g"-14¢"'—q" _ g1
- qg—1 - qg—1 - qg—1
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Vollstandige Induktion: etwas kompliziertere Struktur

Problem:

Wie weisen wir nach, dass alle natiirlichen Zahlen eine bestimmte
Eigenschaft E besitzen bzw. die Aussage E(n) fiir alle n € N gilt?

Vollstandige Induktion von 1,...,n— 1 nach n

Gibt es ein ng € N mit
(IA) (Induktionsanfang) fiir alle n < ng gilt E(n) und

(IS) (Induktionsschritt) fiir alle n > ng folgt die Aussage E(n) aus der
Tatsache, dass E(m) fiir alle m < n gilt (Induktionsvoraussetzung),

so gilt E(n) fiir alle n € N,
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Vollstandige Induktion: Fibonacci-Zahlen

Definiere Fg =gef 1, F1 =gef 2 und F, =gef Fn_1 + Fn—o fir n >1

Die ersten Zahlen sind 1,2,3,5,8,13,21,34,55,89, ... J

n
Problem: Wollen zeigen, dass F,, > <@> gilt

Beweis mittels vollstéandiger Induktion (ng = 1):
(IA) Es gilt Fp =1 > (WH) und F =2 > <f+1)
(IS) Fir n>1 gilt
Fn = Fao1+4 Fpo (nach Definition von F,)

(@)nil + (@)W2 (nach Induktionsvoraussetzung)
- () - () ()
()

Y
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Verallgemeinerung des Induktionsprinzips

Problem:

Wie weisen wir nach, dass alle Elemente a einer Menge D eine bestimmte
Eigenschaft E besitzen bzw. die Aussage E(a) fiir alle a € D gilt?

Zutaten:

@ D muss ,,geordnet” werden kdnnen (Hillenoperator)

@ D muss endlich erzeugbar sein (algebraischer Hiillenoperator)
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Hiillenoperator

Es sei A eine beliebige Menge.

Eine totale Funktion I : P(A) — P(A) heiBt Hiillenoperator gdw. folgende
Eigenschaften sind erfiillt:

@ Firalle BC Agilt BCTI(B) (Einbettung)
@ Firalle B,CC Agilt: Ist BC C,soist [(B) CTI'(C) (Monotonie)
@ Firalle BC Agilt I(I'(B)) =T(B) (Abgeschlossenheit)

Ist (A, <) eine reflexive und transitive Relation, so ist durch

[=(B) =qef { a € A | es existiert ein b€ Bmit b< a }

ein Hiillenoperator 'S auf A definiert
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Algebraische Hiillenoperatoren (1)

Es sei A eine beliebige Menge.

Es sei O : A° — A eine s-stellige Operation auf A.

Eine Menge C C A heiBt abgeschlossen unter O gdw. mit a1,...,as € C
ist stets auch O(ay,...,as) € C.

Fir i € {1,...,k} seien O; : A% — A Operationen auf A.
Definiere fiir alle B C A die Menge lo,,....0,(B) wie folgt:
@ Alle Elemente von B gehéren zu g, . o,(B)

@ Sind a1,...,a5 €To,,..0,(B) und ist Oi(ai, ..., as) definiert, so
gehort auch Oj(ay,...,as) zu o, . 0, (B)

© Weitere Elemente gehéren nicht zu o, 0,(B)
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Algebraische Hiillenoperatoren (II)

Fakten:
o o, 0,(B) ist die kleinste Menge (bzgl. Mengeninklusion), die B
enthdlt und abgeschlossen unter den Operationen O1, ..., O ist

@ [o,. . 0, ist ein Hiillenoperator

[o,...,0, heiBt der durch die Operationen O, ..., Oy definierte
algebraische Hiillenoperator iiber A.

o ['nyu, ', —, Tu,—, F'nu,— sind algebraische Hiillenoperatoren iiber
P(A).
o I, Iy, 'y x sind algebraische Hiillenoperatoren iiber N

e Fiir totale Ordnung (R, <) ist der Hiillenoperator I'S nicht algebraisch
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Induktive Definition

Haufige Situation:

Definiere eine Menge D =gt o, ..., 0,(B) fiir geeignete Operationen
O1,..., O liber A und geeignetes B C A

In diesem Fall wird nicht der ganze Hiillenoperator benétigt

Induktives Definieren in diesem Fall:

(IA) Lege Menge B fest mit B C D
(IS) Lege der Reihe nach Operationen Oy, ..., Oy fest mit
Oi(ai1,...,as) € D firr alle ay,...,as, € D

Wir definieren die Menge der vollen, gewurzelten Binarbaume:

(IA) Fiir jedes rist ({r}, 0, r) ein voller, gewurzelter Bindrbaum
(IS) Sind (V,E,r) und (V' E’,r") volle, gewurzelte Bindrbdume mit

VAV =0, soist (VUV' U{s}, EUE U{(r,s),(r,s)},s) fir
s ¢ VU V' ein voller, gewurzelter Bindrbaum
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Strukturelle Induktion

Problem:

Wie weisen wir nach, dass alle Elemente a einer Menge D eine bestimmte
Eigenschaft E besitzen bzw. die Aussage E(a) fiir alle a € D gilt?

strukturelles Induktionsprinzip

Es sei D =To,...0,(B) durch die Operationen O; : A% — A aus der
Menge B C A erzeugt (bzw. geeignet induktiv definiert).

Gilt

(IA) (Induktionsanfang) E(a) fiir alle a € B und

(IS) (Induktionsschritt) aus E(ai1), ..., E(as;) folgt E(Oi(a1, ..., as;)) fiir
alleie{1,...,k} und a1,..., a5 € A,

so gilt E(a) fiir jedes a € D.
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Beispiel: Anzahl innerer Knoten in vollen Binarbaumen

Problem:

Wollen zeigen, dass jeder volle, gewurzelte Bindrbaum T mit n Blattern
genau n — 1 innere Knoten besitzt

Verwenden strukturelles Induktionsprinzip:

(IA) Ist T = ({r},0,r), so besteht T nur aus einem Blatt r; also hat T
keinen inneren Knoten

(IS) Ist T Baum mit mehr als einem Knoten, dann ist der Definition gemaB
aus vollen, gewurzelten Bindrbdumen T’ und T” zusammengesetzt

Dann gilt:
e n=n"+n", wobei n,n’, " Anzahl der Blatter von T, T’ bzw. T" sind
e mit m,m’, m" als Anzahl innerer Knoten von T,T’ bzw. T”
m = 1+m+m’ (die 1 fiir die neue Wurzel von T)
= 1+(n"—=1)+(n" —1) (nach Induktionsvoraussetzung)

= (n+n")-1=n-1
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