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Polynomialzeit-Algorithmen

Intuition:

Berechnungsprobleme, die Polynomialzeit-Algorithmen erlauben, kdnnen
als (theoretisch) effizient |6sbar angesehen werden

Fragen:
@ Gibt es Berechnungsprobleme, die nicht effizient l6sbar sind?
@ Wie konnen wir dies fiir ein konkretes Problem feststellen?

@ Welche Auswege gibt es, um mit solchen Problemen umgehen zu
kdnnen?
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EingabegroBen

uniforme EingabegriBe:
@ Anzahl der Komponenten zur Beschreibung der Eingabe

@ |(x1,...,%n)|]1 = n fiir ganze Zahlen x;
e |G| = n+ mfiir Graph G = (V,E) mit ||V|[=nund ||[E||=m

® |sos1...Sp—1|1 = n fiir Buchstaben s;

logarithmische EingabegroBe:
@ Anzahl der Bits zur Beschreibung von ganzen Zahlen

° |n’|og:1+ Uog2 nJ J
Beachte:
® [(2")10llog = [(10")2]1 = n+1 (bei binadrer Reprasentierung)
e |1111...1111|; =2" (bei unarer Reprasentierung)
—
2"-mal
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Anzahl der elementaren Operationen eines Algorithmus (in Java)

Notation: ta(x) ist Laufzeit des Algorithmus A auf Eingabe x

@ worst-case: Laufzeit im schlechtesten Fall

ta?(n) = max{ta(x) | x ist Eingabe der GroBe |x| = n }

@ best-case: Laufzeit im besten Fall

tmin(n) = min{ta(x) | x ist Eingabe der GroBe mit |x| = n }

@ average-case: Laufzeit im Erwartungswert

ta 5(n) = Ejx=pta(x)

Beachte: Laufzeitaussagen hingen von Eingabereprasentierung ab
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f(n) fiir alle Eingaben x mit |x| = n

g(n) fiir eine Eingabe x mit |x| = n

f(n) fiir eine Eingabe x mit x| = n

g(n) fiir alle Eingaben x mit |x| = n
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typische obere (worst-case) Laufzeitschranken:

@ konstant: t®(n) € O(1)
@ logarithmisch: t7®(n) € O(log n)
@ linear: tn®(n) € O(n)
@ quadratisch: t12(n) € O(n?)
@ polynomiell: tma(n) € O(n*) fiir ein k € N
@ exponentiell: t*(n) € 20(") fiir ein k € N

wichtigste untere (worst-case) Laufzeitschranke

@ superpolynomiell: tm@(n) € Q(nk) fiir alle k € N
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Die Klasse P

Entscheidungsprobleme:

@ versuchen nicht Funktionswerte zu berechnen, sondern nur ob
Eingabe ,gut" oder ,,schlecht” ist

@ betrachten Teilmengen L C M der Grundmenge M aller méglichen
Eingaben

e charakteristische Funktion ¢, : M — {0,1} von L:

cl(x) = 1 fallsxel
LA 7def 1 0 fallsx ¢ L

@ Algorithmus A entscheidet ein Problem L, falls A die Funktion ¢;
berechnet

Beachte: Funktionen f konnen als Entscheidungsprobleme kodiert werden
(L =def {(x, ) [ F(x) = y})
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Die Klasse P

@ Entscheidungsproblem L heiBt polynomiell, falls es eine Algorithmus
mit polynomieller Laufzeit gibt, der L entscheidet

@ P =gef {L | List ein polynomielles Entscheidungsproblem}

@ P steht fiir die Klasse der effizient |6sbaren Entscheidungsprobleme

Beispiele fiir Probleme in P:
o Menge der Palindrome, d.h. L = {w | w € {0,1}* und w = wR}

@ Menge der matchenden Wortpaare, d.h.
L={(s,t) | s kommtin t als Teilwort vor}

@ Menge der zusammenhangenden Graphen

@ Menge der Graphen mit Euler-Kreis

@ Menge der planaren Graphen

@ Menge der Primzahlen, d.h. L = {x | x € N und x ist Primzahl}
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Die Klasse NP

@ NP steht fiir , nichtdeterministische Polynomialzeit”

@ L € NP <=4 es gibt ein Polynom p und ein B € P, so dass fiir alle
x € M gilt:

x € L <= esgibt y mit |y| < p(|x|) und (x,y) € B
@ y heiBt Losung (Zeuge, Zertifikat) fiir x
Anschauung fiir Probleme in NP:

@ Losungen verifizieren ist ,, leicht"

@ richtige Losung finden ist , schwierig"
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Die Klasse NP

Problem: CLIQUE

Eingabe: ungerichteter Graph G = (V, E), Zahl k € N

Frage: Gibt es U C V mit [|[U|| > k und {u,v} € E fiir alle
u,v € U mit u# v?

CLIQUE liegt in NP:
@ setze p(n) =gef N
o setze B =4¢f {(G, k, U) | U ist Clique in G und ||U|| > k}
@ cp kann in Zeit O(n?) berechnet werden (n = |(G, k, U)|1)
e (G, k) € CLIQUE <=
es gibt U mit ||U]| = |U|1 < |(G, k)|1 und (G, k,U) € B
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Die Klasse NP

Problem: CLIQUE

Eingabe: ungerichteter Graph G = (V, E), Zahl k € N

Frage: Gibt es U C V mit [|[U|| > k und {u,v} € E fiir alle
u,v € U mit u# v?

Wie schnell ldsst sich CLIQUE (deterministisch) I6sen?

@ Durchmusterung: auf Eingabe (G, k) durchlaufe alle Mengen U von k
Knoten aus G und teste, ob U Clique in G ist

o Laufzeit hangt wesentlich von der Zahl der Knotenmengen ab: (})

° (Z) maximal fir k = |n/2]: (Ln72J) -0 (\27”5) _ @(2”—%|ogn)
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Das P-NP-Problem

Fakt: P C NP

o fiir L € P definiere B =4ef L x {0,1} und setze p(n) =1

e B € P, denn: auf Eingabe (x, a) ignoriere a und wende Algorithmus
fiir L auf x an

e Damit: x € L <= (x,0) € B
@ Also liegt L auch NP

Frage: Gilt P = NP?
@ bedeutendstes offenes Problem der Informatik und Mathematik

o steht auf Liste der Millenium-Probleme des Clay Mathematics
Institute: 1.000.000 $ fiir Lésung

@ Vermutung: P # NP

Sven Kosub (Algorithmik/TKS) El2: NP-Vollstandigkeit



@ Reduktionen definieren Relationen auf Entscheidungsproblemen
@ in der Vorlesung: polynomielle Reduktionen

@ AC M in polynomieller Zeit auf B C N reduzierbar <=>qef €s gibt
eine Funktion f : M — N mit f € FP, so dass fiir alle x € M gilt:

xe€A<=f(x)eB

o f heiBt Reduktionsfunktion (i.A. weder injektiv noch surjektiv)
e Notation: A <b, B, falls A auf B in polynomieller Zeit reduzierbar
@ Notation: A=", B, falls A<P B und B <k A

Beachte: Reduktionsfunktion f i.A. weder injektiv noch surjektiv
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Reduktionsfunktion f fiir A <5, B

o f bildet M total auf N ab (unabh&ngig von A und B)
@ jedes Element von A muss nach B abgebildet werden

@ jedes Element von A muss nach B abgebildet werden
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Fakten:

Relation <
Relation <
Relation <
Relation <

Relation <

Relation

ist reflexiv

ist transitiv

ist nicht antisymmetrisch
ist nicht symmetrisch

ist nicht total

ist symmetrisch (damit: Aquivalenzrelation)

Ist A<P, Bundist BEP,soist AcP
Ist A<FP, B und ist B € NP, soist A€ NP
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Fakt: Hintereinanderausfiihrung zweier Polynomialzeit-Algorithmen ist
wieder ein Polynomialzeit-Algorithmus

e A mit Laufzeit t7*(n) < pa(n)
e B mit Laufzeit t§**(n) < pg(n)

@ Algorithmus A o B: wende A auf Eingabe x an mit Ergebnis y und
wende dann B auf Eingabe y an

o Laufzeit fiir Ao B:

tacs(n) = Oz (n) + tg(ta*(n)))
= O(pa(n) + ps(pa(n)))

PaoB(n)

= O(paos(n))
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NP-Vollstandigkeit

o L ist NP-schwer <=4 fiir alle A € NP gilt A <5, L
o L ist NP-vollstandig <=>gef L ist NP-schwer und L € NP
@ NP-vollstandige Probleme sind , schwierigste” Probleme in NP

Fakt: Liegt ein NP-vollstandiges Problem in P, so gilt P = NP

e m.a.W.: Ist P # NP, so liegt kein NP-vollstindiges Problem in P

@ Nachweis der NP-Vollstidndigkeit fiir konkretes Problem schlieBt

polynomiellen Algorithmus fiir dieses Problem aus (es sei denn
P =NP)

@ Methodologie fiir Nachweis: Wihle irgendein NP-vollstandiges
Problem, welches dem gegebenen Problem &hnlich ist, und zeige
Reduktion auf gegebenes Problem

Frage: Welches ist das erste NP-vollstandige Problem?
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Erfiillbarkeit aussagenlogischer Formeln

Menge LaL der aussagenlogischen (booleschen) Formeln (iiber A, V, —):
o fiir jede Variable x; ist x; € La.
o fiir Hy, H> € La; sind (Hl A Hz), (Hl \Y Hz),ﬂHl € LaL

o ~((x1 Ax2) A (x2 A (=x3 V (x2 A =x1)))) € LaL
) ((Xl V X2) A (X1 V —|X2)) A ((ﬂXl V X2) A (ﬂXl V —|X2))) € Lap
@ x3 \ AX3 Qé Lar
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Erfiillbarkeit aussagenlogischer Formeln

@ konjunktive Normalform (KNF, CNF) fiir boolesche Formel H:
k i
H= Az jrll Ly,

wobei Lj; eine Variable x; oder eine negierte Variable —x; ist
o die Ljj heiBen Literale

o die \/[; L;; heiBen Klauseln

o (x1 Vx2) A(x1V—x2)A(—x1Vx2)A(—x1 V —xp) ist KNF mit 4
Klauseln zu je 2 Literalen
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Erfiillbarkeit aussagenlogischer Formeln

Interessieren uns fiir die Wahrheitswerte aussagenlogischer Formeln:

X ‘ y ‘ AND(x, y) X ‘ y ‘ OR(x,y)
0|0 0 0|0 0 x | NOT(x)
0|1 0 0|1 1 0 1
110 0 1|0 1 1 0
1)1 1 1)1 1

Fiir Formel H € La_ (mit den Variablen x1, x2, . .., x,) definiere:

@ Belegung von H ist Abbildung I : {x1,x2,...,xp} — {0,1}

e Ist H = x;, so definiere I(H) =q4ef 1(xi)

Ist H= (Hi A Hs), so definiere I(H) =4ef AND(/(H1), I(H2))
Ist H= (H1 V H>), so definiere I(H) =4ef OR(/(H1), I(H>))
Ist H= —Hy, so definiere [(H) =4ef NOT (/(H1))
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Erfiillbarkeit aussagenlogischer Formeln

Wir betrachten die aussagenlogische Formel:

H =qer ~((x1 A x2) A (x2 A (—x3 V (2 A =x1))))

H1 H2

Als Wertetabelle erhalten wir damit:

I(xa) | 102) | 1(xs) | I(Hh) | I(H2) | I(H)
0 0 0 0 0 1
0 0 1 0 0 1
0 1 0 0 1 1
0 1 1 0 1 1
1 0 0 0 0 1
1 0 1 0 0 1
1 1 0 1 1 0
1 1 1 1 0 1

Beachte: Eine Belegung entspricht nur einer Zeile der Tabelle
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Erfiillbarkeit aussagenlogischer Formeln

Erfiillbarkeit von Formeln H (mit Variablen x1, x2, ..., xp):
@ H heiBt erfiillbar <= es gibt eine Belegung / : {x1,...,x,} — {0,1}
mit [(H) = 1
o ((x1 Ax2) A (x2 A (—x3 V (x2 A —x1)))) ist erfiillbar
o ((x1Vx2)A(x1V—x2))A((—x1Vx2) A(—x1V—x2))) ist nicht erfijllbarJ
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Erfiillbarkeit aussagenlogischer Formeln

Problem: SATISFIABILITY

Eingabe: Menge {x1,...,x,} boolescher Variablen,
boolesche Formel H(x,...,x,) in KNF

Frage: Ist H erfiillbar?

Theorem: [Cook 1971, Karp 1972, Levin 1973]
SATISFIABILITY ist NP-vollstandig
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Ausgewahlte NP-vollstandige Probleme

Problem: CLIQUE

Eingabe: ungerichteter Graph G = (V, E), Zahl k € N
Frage: Enthilt G Clique der GroBe k?

Problem: k-COLORABILITY

Eingabe: ungerichteter Graph G = (V, E)

Frage: Ist G mit k Farben (zuléssig) farbbar?
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Ausgewahlte NP-vollstandige Probleme

Problem: HamiLTON CIRCUIT

Eingabe: ungerichteter Graph G = (V, E)

Frage: Gibt es einen Hamilton-Kreis in G?

Problem: TRAVELLING SALESPERSON

Eingabe: ungerichteter Graph G = (V/, E) mit Kantengewichten w :
E — R,, Knotenmenge U C V, Zahl k e N

Frage: Gibt es einen Kreis in G mit Gesamtgewicht hochstens k,

der alle Knoten U besucht?
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Ausgewahlte NP-vollstandige Probleme

Problem: SUBSET SUM

Eingabe: Zahlen ay,...,a,,b €N

Frage: Gibt es | C{1,...,n} mit 3 ;. a;i = b? |

Problem: KNAPSACK

Eingabe: n Gegenstinde mit Gewichten g1,...,g, € N und Werten
Vi,...,Vn €N, Parameter G, W € N

Frage: Gibtes/ C{1,...,n} mit> ;& < Gund) ., v; > W?

v
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Ausgewahlte NP-vollstandige Probleme

Problem: QUADRATIC DIOPHANTINE EQUATIONS

Eingabe: Zahlen a,b,c € N

Frage: Gibt es x,y € N mit ax? 4+ by = ¢?

Problem: STABLE TRIPLE MARRIAGE

Eingabe: gleich groBe Mengen A, B, C mit Personen dreier Ge-
schlechter, Sympathiemenge H C A x B x C (wobei
(a, b, c) € H bedeutet, dass a, b und ¢ sich eventuell hei-
raten wiirden)

Frage: Gibt es ein Arrangement mit ||A|| Heiraten (ohne Polyga-

mie) ? (M.a.W.: Gibt es bijektive Funktionen s : A — B
und r: A — C mit (a,s(a), r(a)) € H fiir alle a € A?)
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Beispielreduktion

Wollen zeigen: SATISFIABILITY <%, CLIQUE

@ es sei H eine Formel in KNF mit k Klauseln Gy, ..., C
@ konstruieren Graph Gy = (Vy, Ey) wie folgt:

Vi =dqef { (L,i) | i€{1,...,k} und L ist ein Literal in Klausel C; }
EH —def { {(La I)?(L/’J)} | ’7é./ und L 7& -l }

@ Graph Gy kann in polynomieller Zeit aus Formel H berechnet werden

o definiere Reduktionsfunktion als

f(H) =def (Gh, k)
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Beispielreduktion

x,1) (x,2)

(v,2)
.1

(z.2)

(z4) (x.3)
.3

X.4) (z,3)

Graph Gy fir H =gef (x VoY) A(xVy V=z)A(xV -y Vz)A(-xV z)
(beachte: X steht fiir —x)
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Beispielreduktion

Fakt: H erfiilllbar <= Gy enthilt Clique der GroBe k

H ist erfiillbar (mittels Belegung /):

e dann gilt I(G1) =--- =1(Ck) =1 und in jeder Klausel wird

zumindest ein Literal auf 1 gesetzt, seien Ly, ..., Ly solche Literale

e dann gilt L; # —L; fiir i # j (sonst: 1 = /(x) = NOT(/(x)) = 0)
e damit ist {(L1,1),...,(Lk, k)} Clique der GréBe k in Gy

Gy enthalt Clique der GroBe k (ndmlich U C Viy):
o fiiralle i € {1,..., k} gibt es genau ein L; mit (L;,i) € U
e da L; # —L; fiir i # j, setze | so, dass /(L) =1 fiir alle (L,i) € U
e damit: /(Cy) =--- = 1(C) =1, also ist H erfiillbar
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Beispielreduktion

(y,2)
.D

(Z.2)

¥3)
x4) (z.3)

Graph Gy fir H =gef (x VoY) A (XxVyV-z)A(xV -y Vz)A(—xV2)
e I(x) =1I(y) =1(z) =1 ist eine erfiillende Belegung fiir H
o {(x,1),(x,2),(x,3),(z,4)} ist eine Clique der GroBe 4 in Gy
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